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Introduction a la edici6n espanola 


La cxposicidn de la electrodinAmica se realiza en cl presente curso como 
parte dc la fisica te6rica. El manual estA fundamentalmente dirigido a los 
estudiantes de fisica. Pero, al mismo tiempo, gracias a la correspondiente 
eleccidn del material y al estilo de la exposici6n, el libro puede ser emplea- 
do como material informativo para los colaboradores cicntificos e inge- 
nieros. Los autores han tendido a reflejar en la obra el nivel contempora- 
neo de desarrollo de electrodinAmica clasica y las tendencias actuales en la 
enseflanza de fisica te6rica como asignatura bAsica de todas las disciplinas 
relacionadas con las especialidades fisicas. 

Con el fin de alcanzar estos objetivos, al exponer cualquier asignatura 
fisica hay quc apoyarse en el cmpleo de los principios generales, fundamen¬ 
tals de fisica. Debido a esto, desde un principio, la electrodinAmica se ex- 
pone en forma de una teoria consecutivamente relativista. Tambien desde 
este punto de vista prActico semejante enfoque de la electrodinAmica es pre- 
ferible; con frecuencia es mis ccon6mico y dc mayor fiabilidad incluso 
cuando los cfcctos relativistas son muy debiles. 

Claro estA, que semejante estilo presuponc la familiarizacion previa dc 
los lectores con la inecAnica clAsica, en particular con los formalismos 
lagrarigianos y hamiltonianos y con los principios variacionales de mecAni- 
ca, asimismo, entre ellos, para los sistemas conlinuos. Un breve resumen 
de este ultimo problema ha sido incluido en el presente texto en forma del 
complemento III. AdemAs, se suponen ciertos conocimientos de la teoria 
especial de la relatividad (TER) y de las leyes experimentales de electromag- 
netismo, asi como de las ecuaciones de Maxwell. Es deseable que el lector 
tenga alguna informacidn sobrc tcrmodinArnica. Por regia, los indicados 
matcriales pueden ser haliados en cursos suficientemente sustanciales de 
fisica general y de mecAnica clAsica. 

La acentuaci6n de los principios fundamentales favorece a que en el lec¬ 
tor se formen representaciones fisicas generales y esto es uno de los princi- 
pales objetivos del estudio de fisica tedrica. Las nociones generales tienen 
singular valor porque, en particular, ellas influyen de modo sustancial en la 
estimaciPn no s6lo de los hechos cientificos existentes hoy dia, sino de 
aquetlos que aparecerAn en el mAs prdximo futuro. Pero, al mismo tiempo, 
hay que recordar que la nueva informacidn sobre la naturaleza se adquiere 
al realizar experimentos, por lo que la fisica teorica en general y la electro- 
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din arnica en particular, dcben tener tal estructura que la comprensibn y ge- 
neralizacibn de nuevos hechos experimentales transcurra por la via mils na¬ 
tural y operativa. Este ultimo principio ha influenciado en alto grado sobre 
la eleccibn del material expuesto en el libro y sobre el estilo de la exposi- 
ci6n. 

Hcmos tendido a exponer los fundamentales resultados obtenidos hacia 
el tiempo presente en electrodin&mica clSsica, prcstando la mayor atencibn 
a aquellos momentos que conducen al lector a los pardgrafos dedicados al 
electromagnetismo, asignatura que en el presente se desarrolla con intensi- 
dad. 

Al dirigir la atencibn de los lectores hacia dichos momentos lendiamos 
a conscguir que la asimilacibn del material por los lectores fuera activa y, 
por lo tanto, cficaz. Si el lector se sicnte en particular intercsado por cual- 
quier problema, bl tiene la posibilidad de hacer uso de literatura especial 
cuya relacibn se aduce al final del libro. En considerable grado dicha rela- 
cibn estb constituida por los resumenes de los ultimos aflos publicados en la 
revista “YcnexH (J>H3Hqeciotx nayic” (“Exitos de las ciencias fcfesicas” (en ru- 
so)). Esta sc edita no sblo en ruso, sino que se traduce por complete al 
ingibs en los EE.UU. Entre los artcbculos originales sblo sc han incluido en 
la relacibn aquellos que fueron directamente utilizados al cscribir el libro. 

A pesar del adjetivo “clAsica”, la clectrodin&mica es una ciencia mo- 
derna, viva y en desarrollo. Parte considerable de los resultados obtenidos 
en los ultimos tiempos en la teoria del electromagnetismo, se refiere a la 
interaccibn del campo electromagnitico con la materia. Por regia, muchos 
de esos problemas no han sido aun reflcjados en los textos de electrodinA- 
mica existentes. Por ello, cerca de la mitad del presente libro estb dedicada 
a las cuestioncs relacionadas con dicha interaccibn. 

El libro consta de partes aisladas, pero intimamente ligadas entre si. 
Por esta razbn, en su segunda parte se ha adoptado la numeracibn indepen- 
diente de los parbgrafos. Las fbrmulas se citan sin indicar la parte del libro 
en todos aquellos casos cuando ello no puede conducir a equivocaciones. 
Parte del material se ofrece en los complementos. En ellos se incluyen cues- 
tiones dc carbcter matembtico (acerca de los tensores, las funciones delta, 
las funciones esfbricas de Lagrange), la enunciacibn lagrangiana dc las 
ecuaciones del movimiento de un medio continuo, algunos problemas de 
elect rostbtica de dielfectricos, informacibn adicional sobre el tensor 
energia — impulso, el problema del lugar de electrodinbmica clbsica en el 
cuadro general fisico del uni verso. 

Designamos el producto vectorial con el signo de multiplicar (ax ft), el 
escalar, en la forma a ■ ft o bien aft. 

La seleccibn del material para el libro y las variantes de su exposicibn se 
fundamentan en la experiencia de enseftanza de fisica en las dos facultades 
fisicas del Instituto Politbcnico de Leningrado. Estamos sumamente agra- 
decidos a nuestros colegas, el contacto con los cuales, insustituible tanto 
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desde el punto de vista cientifico, como pedag6gico, ha favorecido en alto 
grado a! perfeccionamiento del libro. 

La idea de crear semejante libro de texto surgi6 en la mente del catedrd- 
tico M. M. Bredov. Tratdndonos con 61, adquirimos muchas de sus ideas 
pedagbgicas. En algunos de los pardgrafos de la primera parte del libro han 
sido utilizadas las tesis de sus conferencias. Esta circunstancia, asi como un 
profundo respeto hacia M. M. Bredov, nos obligo a incluirlo entre los 
coautores del texto, que fue escrito despues de su fallecimiento. 

Leningrado, diciembre 1984 V. V. Rumidntsev 

I. N. Toptiguin 



Parte I 


Teoria microscopica de los fenomenos 
electromagneticos en el vacio 


Capitulo I. Teoria especial de la relatividad y cinematica 
relativista 

La teoria especial de la relatividad (TER), en la que se basa en este libro 
la exposicibn de la mecAnica y electrodinAmica relativistas, fue creada por 
las obras de A. Einstein y otros eminentes fisicos y matcmAticos (H. A. Lo- 
rentz, A. Poincare, M. Minkowski, P. Planck, etc.) a comicnzo del presen- 
tc siglo*'. A su vez, la base de la TER fueron las representaciones acerca de 
las propiedades del espacio, tiempo y movimiento confeccionadas en la me¬ 
cAnica clasica, pero profundizadas, analizadas desde un punto de vista 
critico y, en algunos importantes puntos, variadas, completadas por Eins¬ 
tein de acucrdo con nuevos datos cxperimcntales, obtenidos en fisica hacia 
aquellos tiempos, al estudiar los fenbmenos electromagneticos, en particu¬ 
lar en los tnedios en movimiento. Por esta causa, comenzarcmos este pa- 
rAgrafo, dedicado a los fundamentos de la TER, por un breve resumen de 
algunas nociones de la mccanica clAsica necesarias para la posterior exposi- 
ci6n. Suponemos que dichas nociones son conocidas por cl lector y s6lo 
ticnen que ser mencionadas. 

§ 1. Principio de relatividad y Iransformaciones de I.orentz 

1.1. Espacio y tiempo en mecAnica clAsica. Dc esta mecAnica (newto- 
niana) es bien conocida la nocibn de sistema inercial (de Galileo) de refe- 
rencia: este es un sistema tal en el que un punto material, que no estA en in- 
teracci6n con cualesquiera otros cuerpos, se encuentra en movimiento uni¬ 
forme y rectilineo o bien en reposo. Existe un conjunto infinito de sistemas 
inerciales, ya que todo sistema en movimiento respecto del sistema inercial 
dado a la velocidad constante sin rotacibn, tambien es inercial. 

En diferentes sistemas inerciales las coordenadas y el tiempo son expre- 
sados unos por otros mediante sencillas corrclaciones linealcs. Sea que el 
sistema S' estA en movimiento con relacibn al sistema S a una velocidad 
V = const dirigida por el eje x, con la particularidad de que en el momento 
t = 0 los origenes de los sistemas de coordenadas coincidian y que sus 


.) 


Las obras de los fundadores de la TER puedrn ser halladas en el compendio |77J. 
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correspondientes ejes eran paralelos (fig. 1.1). En semejante caso, las 
coordenadas x', y ', z y el tiempo t en el sistema S' estan relacionadas 
con x, y, z, I determinadas en el sistema S, por las correlaciones 

x =x-Vt, y' = y, z- = z. t' = t (1.1) 

llamadas tronsformaciones de Galileo. 



Debe llamar nucstra atencibn el hecho dc que el tiempo no sufre trans- 
formacibn, es igual cn todos los sistemas incrciales, 61 tienc caricter abso- 
luto. Esta propiedad del tiempo en la mecdnica cldsica fuc expresada con 
claridad por su fundador — Newton: "El tiempo absoluto, matcmStico 
real es independiente de por si y por su cscncia, no tiene relaci6n con nada 
del exterior, transcurre uniformemente y de otro modo se denomina dura- 
ci6n”. 

De las transformaciones de Galileo (1.1) siguc la ley de composici6n dc 
las vclocidades en la mecinica clisica: si v y v' son las velocidades de un 
punlo material respecto dc los sistemas S y S' 

v- = v- V. (1.2) 

La composici6n de las velocidades sc realiza dc acuerdo con la ley de la 
suma de vectores (regia del paralelogramo) y en nada se limitan por su 
magnitud absoluta. 

Los sistemas incrciales de rcferencia se distinguen de los sistemas no 
inerciales porque en los primeros las leyes de fisica se enuncian de la forma 
m4s scnciila. En los sistemas inerciales los fen6menos fisicos tambi6n pare- 
cen ser m4s sencillos que en los no inerciales: en ellos no se sobrepone el 
movimiento variado del propio sistema de referencia. 

Cuando en un espacio, considerado con relaci6n a un sistema inercial 
arbitrario, no hay cuerpos materiales o campos, cl se considera homog6neo 


*’ /• Newton. Principlos matcmSiicos de !a ntosofia de la naluralera. Obras Comptctas 
del acadCmico A. N. Krylov, l. VII. M.-L., Editorial de la A C de la URSS, 1936. 
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e isbtropo y el tiempo, homogeneo. Por homogeneidad del espacio enten- 
demos la equivalencia de todas sus panes: todo sistema mecAnico ubicado 
en una region del espacio libre, tomada al azar, se moverA del mismo modo 
que en cualquier otro lugar. Con otras palabras, la conducta de iguales sis- 
temas mecAnicos con las mismas condiciones iniciales serA idfintica en di- 
versas partes del espacio homog4neo. Por su conducta no podremos distin- 
guir una regibn del espacio de otra. 

La isotropia del espacio signiflca la equivalencia en 41 de todas las direc- 
ciones: la conducta del sistema mecAnico no depende de su orientaci6n, Y, 
por fin, la homogeneidad del tiempo quiere deeir que todos sus momentos 
son equivalentes: el movimiento de un sistema mecAnico transcurrirA de la 
misma manera independientemente de en quA momento de tiempo fue 
“puesto en marcha”, es deeir, cuando fueron fijadas las condiciones ini¬ 
ciales del movimiento. Claro estA, que dichas condiciones deberAn ser las 
mismas para distintas “puestas en marcha". 

Cuando hablamos de la igualdad de transcurso de los fen6menos mecA- 
nicos en diversas situaciones, lo que se desprende de las propiedadcs de 
simetria del espacio y el tiempo, hasta el momento teniamos en cuenta un 
determinado sistema inercial de referencia o bien sistemas inm6vilcs entre 
si y s6lo desplazados en la magnitud de cierto vector o girados a cierto An¬ 
gulo. Pero como ya hemos dicho, hay un conjunto infinito de sistemas 
inerciales en movimiento a vclocidades constantes, unos respecto de otros. 
Debido a esto, surge una importante pregunta: £c6mo transcurrirAn los fe- 
nbmenos mecAnicos en los sistemas inerciales en movimiento? iPodemos 
determinar si el sistema de referencia en el que observamos uno u otro fe- 
nbmeno mecAnico se mueve o estA en reposo observando el movimiento de 
ciertos cucrpos? 

La respuesta a estas preguntas nos la ofrece el pricipio de relatividad 
mccAnica clAsica, que cs la generalizacibn de los datos experimentales acer- 
ca de las propiedades del movimiento mecAnico: 

para iguales condiciones iniciales, los fendmenos mecanicos trans- 
curren de igual forma en todos los sistemas inerciales. 

Esto quiere deeir que todos los sistemas inerciales son equivalentes, nin- 
guno de ellos por nada se dcstaca, es privilegiado. El movimiento s61o 
puedc ser determinado respecto de cierto cuerpo o sistema de ejes rela- 
cionados con 41, tiene caractcr rclativo, no existe movimiento "absoluto”. 

Conviene remarcar la importancia de la reserva acerca de la igualdad de 
las condiciones iniciales. Si las condiciones iniciales de movimiento de los 
cuerpos en diversos sistemas inerciales son distintas, el movimiento de los 
cuerpos transcurrirA de forma diferente. P. ej., un balbn lanzado vertical- 
mente hacia arriba en el vag6n de un tren, se moverA por una recta en el sis¬ 
tema relacionado con el vag6n, pero su trayectoria serA una parAbola en el 
sistema ligado a la Tierra. La diferencia de movimiento estA relacionada 
con la desiguaidad de las condiciones iniciales en dos sistemas: el tren y la 
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Tierra. A1 no exigir la identidad de las condiciones iniciales, s61o podemos 
afirmar la igualdad de las leyes de mec&nica (ecuaciones diferenciales de 
movimiento), pero no de los propios movimientos (es decir, las coordena- 
das, velocidades, trayectorias de los cuerpos) en distintos sistemas iner- 
ciales. 

La expresibn matembtica del principio de relatividad de la mecbnica 
clbsica es la invariancia de sus ecuaciones de movimiento en lo que atafle a 
las transformaciones de Galileo (1.1). Escribamos la ecuacion de movi¬ 
miento de una particula de masa m en el sistema S: 


d 2 r K 
m—rr — F, 
dt 2 


(1.3) 


donde Fes la fuerza que actua sobre dicha particula, r, el radio vector de 
6sta. De las f6rmulas (1.1) sigue: d 2 r/dt 2 = d 2 r '/dt ’ 2 , es decir, la acelera- 
ci6n de la particula es la misma en los dos sistemas inerciales. Adembs, en 
la mecbnica clbsica la masa es una magnitud invariantc, igual en todos los 
sistemas de referenda: m ' = m. Esta misma propicdad es propia de la 
fuerza: F' = F. 

La invariancia de la fuerza es una afirmacibn menos evidente, por lo 
que la examinaremos con mayor detalle. En los sistemas inerciales de refe¬ 
renda s61o existen las fuerzas de interaccibn entre los cucrpos que pueden 
depender de la posicibn relativa de ellos y de su velocidad relativa. Para 
mayor precisibn, sea que la particula a examinar esta en interaccibn con un 
cuerpo de pequeflas dimensiones. Si en el sistema S designamos su radio 
vector por R y la velocidad por u, la fuerza F dependerb de las diferencias 
r — R, v — u: 

F = F(r — R, v - u). (1.4) 

Pero al pasar a otro sistema inercial, de acuerdo con las transformaciones 
dc Galileo (1.1) y la ley de composicibn de velocidades (1.2), 
r — R => r' - R, v-u = v'-«', 

es decir, la distancia entre los cuerpos y sus velocidades relativas no varian. 
Es de importancia que, de acuerdo con los datos experimentaies, en la re- 
gibn de aplicacibn de la mecbnica clbsica incluso la propia interaccibn entre 
los cuerpos no depende de en qu6 sistema inercial ella se examina. Por esto 

F\r’ - R\ v' - «') = F(r — R, v - u ), (1.5) 

o sea, tanto las propias funciones F (fuerzas), como sus argumentos son 
iguales. 

Asi, pues, al pasar al sistema S la ecuacibn (1.3) conserva su aspecto 

= F\ (1.6) 
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con la particularidad de que la masa, la fuerza y la aceleracidn son iguales 
en los dos sistemas, s6lo varian las designaciones de dichas magnitudes. Es- 
to significa que la ecuacidn de movimiento (1.3) queda invariante respecto 
de las transformaciones de Galileo. Pero entonces, en correspondencia con 
el contenido del principio de relatividad, las soluciones de las ecuaciones 
(1.3) y (1.6), tambten serin identicas con iguales condiciones iniciales. 

Prestemos atencidn a una importante propiedad de la interaccidn entre 
los cuerpos reflcjada en las fbrmulas (1.4) — (1.5). La fuerza depende de 
las coordcnadas (y, posiblemente, de las velocidades) de los cuerpos en in- 
tcracci6n tomadas en un mismo momento de tiempo, lo que quiere decir 
que si la posici6n de uno de los cuerpos varia, el segundo, sentiri dicha va- 
riaci6n en el mismo momento de tiempo que ella se produce. La transmi- 
si6n de la interacci6n transcurre de inmediato, es decir, a velocidad infini- 
tamentc grande. 

La suposicidn acerca de la velocidad infinita de transmisibn de las inter 
acciones (a veces se habla de la propagacidn de scflales), contenida en las 
ecuaciones de la mecinica clisica, se halla en plena correspondencia con el 
carictcr absoluto del tiempo. En efecto, supongamos que en el sistema S 
hay un dispositivo que de forma isdtropa, en todas direcciones, emite una 
"scflal” que sc propaga a velocidad infinita. Los respectivos instrumentos 
ubicados en cualesquiera puntos de) espacio y sistemas incrciales, que res¬ 
pecto de S se mueven a velocidades finitas, fijan la indicada seftal en el mis¬ 
mo momento que ella fue cmitida. Es decir, tales scflales pueden servir de 
“marcas del tiempo” con las que seri registrado en todos los sistemas iner- 
ciales un lapso igual, es decir, el tiempo absoluto t = t 

De modo anilogo determinamos la simultaneidad: si dos scflales han si- 
do emitidas simultineamente de dos puntos diferentes en el sistema S, ellas 
serin fijadas de manera simultinea por cl correspondiente instrumento en 
el sistema S \ Los sucesos simultineos en un sistema inercial, tambiin lo 
son en cualquier otro. En fisica clisica la simultaneidad es absoluta. 

1. Existen sistemas inerciales de referenda, con relacibn a los cuales la 
particula libre (punto material) esti en movimiento uniforme y rectilineo 
(el reposo es un caso particular de semejante movimiento). 

2. En cualquier sistema inercial de referencia, el espacio libre de la ma¬ 
teria es homogfcneo e isbtropo y el tiempo homogeneo. 

3. Con iguales condiciones iniciales, todo fen6meno mecinico trans¬ 
curre de la misma forma en todos los sistemas inerciales de referencia (prin¬ 
cipio de relatividad). 

4. Las interacciones entre cuerpos materiales y las scflales que transmiten 
la informacibn pueden propagarse a velocidad infinita. 

5. Las coordenadas y el tiempo en dos sistemas inerciales de referencia 
est&n relacionados por las transformaciones de Galileo (1.1). En todos los 
sistemas inerciales el tiempo es igual, o sea, es absoluto. La simultaneidad 
tambiin es absoluta. 


2- 


19 



1.2. Principio de la relatividad de Einstein. Las investigaciones experi- 
mentales y te6ricas de los fenbmenos electromagnbticos, especialmente en 
los cuerpos en movimiento, requirieron revisar y precisar las representa- 
ciones fundamentales sobre el espacio, tiempo y movimiento. Aqui no va- 
mos a discutir los fundamentos experimentales de la TER, suponemos que 
el lector los conocio en el curso de fisica general**. Expondremos las pro- 
piedades fundamentales del espacio, tiempo y movimiento como hoy dia se 
entienden. Con ello, para garantizar la sucesibn, nos basarcmos en los p. 

1 — 5 enunciados al final del § 1.1. 

1. El postulado sobre la existencia de los sistemas inerciales y su defini- 
ci6n quedan en pleno rigor en la TER. 

2. Los limites de aplicacibn de la afirmacibn sobre las propicdades de 
simetria del espacio y el tiempo (homogeneidad e isotropia del espacio 
libre, homogeneidad del tiempo) se amplian y difunden no sblo a los fenb- 
menos mecbnicos, sino tambibn a todos los fenbmenos fisicos (electfomag- 
nbticos, ternncos, procesos de interaccibn de las particulas elcmcntales, 
etc). P. ej., esto significa quc la consecuencia de la homogeneidad del espa¬ 
cio seri el transcurso igual de todo fenbmeno fisico (oscilacioncs del pen- 
dulo, emisibn de las ondas de radio (hertzianas) por la antena, desintegra- 
cibn de una particula elemental, etc.) en cualquier lugar del espacio libre. 
De forma anbloga, se gencralizan los conceptos de isotropia del espacio y 
homogeneidad del tiempo. 

3. El principio de relatividad de la mec&nica clbsica se generaliza para 
todos los fenbmenos fisicos sin cxclusibn y se convierte en una de las leyes 
mbs generates de la naturaleza. En este sentido generalizado, bl puede ser 
cnunciado de la siguiente forma: 

I. Todo fenbmeno fisico transcurre del mismo modo en todos los siste¬ 
mas de referencia inerciales si las condiciones iniciales son las mismas. 

4. Las interacciones entre los cuerpos y las seflales que transmiten la in- 
formacibn no pueden propagarse a velocidad infinita. Existe una velocidad 
maXima (limite) de propagacibn de las interacciones. Multiples datos expe¬ 
rimentales nos indican quc dicha velocidad limite coincide con la de la luz 
en el vacio*'. 

Por regia, esta afirmacibn recibe el nombre de postulado de la constan- 


•’ Una perfecta exposition de los experimenlos quc yacen cn la base dc la TER y la for¬ 
mation de sus ideas fundamentales desde el punto de vista hist6rico, el lector hallarA en el 
libro de L. I. Mandelshtam |2|. 

•* Al describir diversos fenbmenos fisicos podemos hacer uso de dos tipos de magnitudes: 
dc coordenadas y fisicas. Como las primeras reflejan en mayor grado la elecci6n dc la red de 
coordenadas y temporal y requieren el conocimiento de reglas especiales para Iratarlas, ellas 
no se cmplcan en el presente libro. Todas las afirmaciones dadas aqui y mis adelante en el tex- 
to s61o sc refieren a las magnitudes fisicas. El lector puede familiarizarse con el emplco de las 
magnitudes de coordenadas en el libro de A. A. Logunov |63). 
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cia de la velocidad de la luz en el vacio. Este puede ser formulado de otra 
forma equivalente: 

II. La velocidad de la luz en el vacio es igual en todos los sistemas de re¬ 
ferenda inerciales, no depende del movimiento de la fuente o receptor de la 
luz. 

Es fAril comprender que las dos enunciacioncs aducidas son equivalcn- 
tes. Si la velocidad limite de propagacibn de las sefiales y de las interac- 
ciones variara al pasar de un sistema de referencia a otro, perderia su carAc- 
ter limite: al pasar de uno a otro sistema inercial, seria posible tanto dismi- 
nuir la velocidad, como aumentarla. Por consiguiente, al postular la exis- 
tcncia de la velocidad limite, debemos obligatoriamente considerarla igual 
en todos los sistemas de referencia inerciales, es decir, como magnitud in- 
variante. El hecho de que precisamente la velocidad de la luz (o sea, la de 
propagacibn de las ondas electromagneticas) coincide con la velocidad 
limite de transmisibn de las interacciones, no desempefla un papel decisivo 
para la TER, pero es una importante propiedad del propio campo electro- 
magnbtico. 

El conjunto de los postulados I y II recibe el nombre de principio de re- 
latividad de Einstein *>. Con facilidad vemos que estos postulados contradi- 
cen a la mecAnica clAsica. Como pudimos apreciar, las leyes de mecAnica 
clAsica serin iguales en todos los sistemas inerciales si las coordenadas y el 
tiempo se transforman segCin las formulas de Galileo (1.1). Pero de Astas 
sigue la ley de composicibn de las velocidades (1.2). Si la velocidad de la luz 
en cl sistema S es igual a c, de acuerdo con (1.2), en otro sistema inercial 
v' = c - V. (1.7) 

Por su mbdulo la velocidad v ' puede ser tanto mayor como menor que 
c en funcibn del Angulo entre c y V, lo que demuestra la incompatibilidad 
del postulado sobre la constancia de la velocidad de la luz respecto de las 
transformaciones de Galileo y, por lo tanto, con las leyes de la mecAnica 
clAsica. Por esto, si queremos admitir las tesis (1) — (4), aducidas mAs arri- 
ba, debemos renunciar de las transformaciones de Galileo y del carActer 
absoluto del tiempo, es decir, del p. 5 en el § 1.1. 

Einstein analizb profundamente las propiedades del tiempo y el concep- 
to de simultaneidad. Demostrb que la mecAnica clAsica atribuia al tiempo 
talcs propiedades que, hablando en general, no concuerdan con el experi- 
mento y podrian considerarse correctas aproximadamente sblo a pequeAas 
velocidades de movimiento. Uno de los puntos fundamentales del anAlisis 
cinsteiniano de la nocibn de tiempo, es la sincronizacibn de los relojes, o 
sea, el establecimiento de un tiempo unico en los limltes de un mismo siste- 
nu de referenda inercial. Si dos relojes estAn ubicados en un punto del es- 


•’ Por primera vez esle prindpio fue enundado en su obra bSsica dedicada a la TER 
[ 1021 . 
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pacio su sincronizacibn se realiza directamente: las agujas se ponen en una 
misma posicibn (suponemos que los relojes son iguales y su precisibn 
ideal). iPero cbmo verificar la sincronizacibn de los relojes ubicados en di- 
ferentes puntos del espacio A y B1 

Einstein propuso sincronizar los relojes con seitales luminosas que, co- 
mo vemos, se propagan a velocidad de transmisibn de las seflales e interac- 
ciones maxima posible en la naluraleza. Emitamos del punto A en el 
momento /, una corta seital luminosa que se refleja en cierto espejo en el 
punto B y retorna al punto A en el momento t 2 . Los tiempos de propaga- 
cibn de la sefial a la ida y la vuelta son finitos (*,la velocidad de la serial es fi- 
nita!) e iguales (jla isotropia del espacio!). Por esta causa, el reloj en el 
punto B se sincronizari con el reloj en el punto A , si sus indicaciones f B en 
el momento de llegada de la serial estbn ligadas con las indicaciones del re¬ 
loj A en cl momento de la emisibn (/,) y de retorno (f 2 ) de la seflal con las 
relaciones 

= 'b ~ r AB /c. l 2 = ' B + r AB /c, 

donde r AB es la distancia entre los puntos A y B. De aqui hallamos la posi- 
cibn en la que hay que poner las agujas del reloj B al llegar la seilal: => 
= (f, + f 2 )/2. Es evidente en absoluto que la sincronizacibn de los relojes 
pucde realizarse con esc mismo rcsultado cmiticndo la seflal del punto B y 
recibibndola en el punto A . Este mismo procedimiento de sincronizacibn es 
posible aplicarlo para los puntos C, D, etc. y asi sincronizar todos los relo¬ 
jes inmbviles, unos respecto de otros, ubicados en cierto sistema inercial S: 
todos ellos mostrarbn igual tiempo /. 

iEs posible sincronizar los relojes en movimicnto con relacibn al siste¬ 
ma S con los relojes inmbviles en S? Los experiments mentales con 
sefiales luminosas, anblogos al dcscrito, muestran que semejante sincroni¬ 
zacibn es imposible, que no existc para todos los sistemas inerciales con 
tiempo unico. Con el fin de cerciorarnos de esto, examinemos el alecciona- 
dor ejemplo de “tren” cinsteiniano. 

Sea que el observador A seencuentra en la mitad deun largo "tren” en 
movimiento a velocidad relativista y el observador B cn la Ticrra, cerca de 
la linea de ferrocarril. Los jnstrumentos C y D, ubicados en la cabeza y la 
cola del tren, emiten a iguales distancias de A cicrtos dcstellos luminosos 
que llegan a los observadores A y B, simult&neamente, en el momento 
cuando estos se alcanzan. que conclusiones pueden llegar los observa¬ 
dores en el tren y en la Tierra del hecho de la llegada simultdnea a ellos de 
las sefiales de C y £>? 

El observador A : las sefiales fueron emitidas desde puntos alejados de 
mi a iguales distancias y llegaron al mismo tiempo, por lo tanto, tambiin se 
emitieron simultineamente. 

El observador B: las sefiales llegaron a mi al mismo tiempo, pero en el 
momento de su emisibn la cabeza del tren estaba mbs cerca de mi que la co- 
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la. Esto significa, que la seflal de la cola hizo mayor recorrido y fue emitida 
antes que la sefial de la cabeza. 

Este ejemplo muestra que el reloj en el sistema del tren (S ) s61o estS 
sincronizado desde el punto de vista del observador inmbvil respecto de S 
Para el observador en el sistema S (la Tierra) los relojes en los puntos C, D, 
A muestran distinto tiempo. Por esto, los acontecimientos simult&ncos en 
cl sistema S ' (destellos en CyO) no lo son en el sistema 5. Esto tambifen 
quiere decir, que la sincronizaci6n del reloj del observador B, que estci en la 
Tierra, con el reloj en el tren es imposible, ya que en dos sistemas inerciales 
diferentes, en movimiento uno con reladbn al otro, el tiempo es distinto, 
t ' * t. Esto no excluye la posibilidad de que el tiempo coincida en divcrsos 
sistemas en un momento aislado, p. ej., los observadores A y B al en- 
contrarse pueden establecer las agujas de sus relojes de igual manera. Pero 
ya en cualquier posterior momento las indicaciones de los relojes se distin- 
guirdn. 

1.3. Transformaclones de I.orentz. Sobre la base de las propiedades del 
espacio, tiempo y movimiento en la TER, estudiadas m&s arriba, nccesita- 
mos establecer las fbrmulas que puedan sustituir-las transformaciones de 
Galileo para transformar las coordenadas y el tiempo al pasar de un siste¬ 
ma de referenda inercial a otro. La lbgica de la deduccibn ha de ser la si- 
guiente: partiendo de los postulados dc fisica, vamos a formular por sucesi- 
vas etapas las cxigencias matem&ticas a las que deben satisfaccr las fbrmu¬ 
las de las transformaciones y en cada una de las etapas, buscar las rcspecti- 
vas limitaciones para las fbrmulas buscadas, hasta que determincmos su 
estructura definitiva. 

1. De la homogeneidad del cspacio y el tiempo se desprende que las 
transformaciones deben ser lineales: 

x' = ax + a'y + 0'z + Si + p, etc., (1.8) 

donde a, 0, a' , ... son coeficientes constantes. Si estas magnitudes fuesen 
funciones de las coordenadas y el tiempo (es decir, entre las variables con 
raya y sin ella la relacibn fuese no lineal), esto significaria que la ley de 
transformacibn (1.8) seria distinta para diversos puntos del espacio y dife¬ 
rentes momentos de tiempo. Esto contradiria la homogeneidad del espacio 
y el tiempo, o sea, por la ley de transformacibn podrian distinguirse unas 
regiones del espacio (y el momento de tiempo) de otras. Pero, claro est&, 
que los coeficientes or, 0, etc. pueden depender de la velocidad relativa. 

2. Ahora, concreticemos los sistemas que examinamos (fig. 1.1). Sea 
que los ejes correspondientes son paralelos y el movimiento relativo trans- 
curre a lo largo del eje at a una velocidad V, mientras que los origcnes de re¬ 
ferenda han sido elegidos dc forma que para f = 0 el punto x ' = y' = 
= z' = 0 (origen de coordenadas del sistema S ’) coincide con el punto x = 
= y = z = 0 (origen de coordenadas del sistema S). Las agujas del reloj en 
el sistema S' son establecidas de modo que en el momento de la coinciden- 
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cia de los origenes de coordenadas muestren el tiempo t ' = 0. En tales con- 
diciones, los tdrminos independientes en las igualdades (1.8) fla constante 
p, etc.) se reducir&n a cero. 

MAs adelante veremos que el piano xy coincide con el piano x'y', lo 
que significa que con z' = 0 deberemos tener z = 0, con la particularidad 
de que estas igualdades han de realizarse con todo valor de x ', y ', t ’ y, 
respectivamente, de x, y, I. Esto s61o es posible si la ligaz6n entre z yz' 
tiene el aspccto z' = kz, k = const. Debido a la arbitrariedad de las dircc- 
ciones de los ejes y y z (iisotropia del espaciol), igual ligazdn con el mismo 
coeficiente k deberd existir entre y e yy ' = ky. 

Ahora examinemos las transformaciones de x' y t ’. Escribdmosla en 
la forma 

x' = ax + Dl + a'y + 0'z, (1 9) 

t' = ox + St + a'y + 6'z. 

En el piano x' = 0 tencmos x = Vt para toda z e y, ya que cl sistema S' 
se mueve respecto de S a vclocidad V. Poniendo estos valores de x y x ' en 
la primera igualdad (1.9) tcndremos o' = 0' = 0. 0 = —aV. Para finali- 
zar, dirijAmonos a la fdrmula dc transformacidn para I En el sistema S' 
hemos establecido cl reloj dc manera que para x = 0 y t = 0 tambiin t ' = 
= 0, lo que s61o es posible cuando a' =6' =0. Como resultado obtcnc- 
mos las siguientes fdrmulas para las transformaciones: 

x'= o(P)(x- yt). y- = k(V)y,z' = k(V) z , 

/' = a(V)x+ 6{V)t, 

donde en los coeficientes se indica de forma explicita la dependencia de la 
velocidad rclativa. 

3. Hagamos ahora uso de la equivalence de los sistemas S y S '. Ella 
significa que las fdrmulas para pasar dcS’aSdebcn desprenderse de las 
fdrmulas de transformacidn (1.10) sustituyendo V por — V: 

x = o(-PXx' + Vt'), y = k(- V)y\ z = *{- K)z 

/ = o(- V)x- + 6{-V)t'. <ln > 

Examinemos primero las fdrmulas para >yz, casos (1.10) y (1.11), cuya 
difcrencia sdlo consiste en la direccidn de la velocidad relativa que en am- 
bos casos es perpendicular al piano yz. Pero las dos direcciones son 
equivalentes (iisotropia del espaciol), por lo que Ar(— V) = k(K). Hacien- 
do la transformacidn de y ay', despuds de y ' a y tendremos y = k 2 y, o 
sea, k 2 = 1, k — ± 1. El valor k = — 1 responde a la orientacidn inversa 
de los ejes yey", por lo que sdlo para el valor k = 1 habrd corresponden¬ 
ce con la fig. 1.1. 

DirijAmonos a las transformaciones (1.11) y pongamos en la fdrmula 
para x los valores de x ' y t' de (1.10): 

x = [a(— P)a( V) + Po(P)a(- »0|JC + a(-P)K[6(K) - a(V)\t. (1.12) 
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Para que esta igualdad sea v&lida para todos x y I los coeficientes de trans¬ 
formation deben satisfacer la relation 

5(V) = a(V). (1.13) 

La segunda relation que sigue de (1.12) nos hath falta. En lugar de ella es 
mis cdmodo hacer uso de! postulado de la constancia (o con mayor preci- 
si6n, de invariancia) de la velocidad de la luz. 

4. Supongamos que en el momento cuando coinciden los sistemas S y 
S ’(/ = I = 0) de los origenes de referenda coinddentes, se emile una 
corta serial luminosa. El punto de intersection del frente de onda con el 
eje x se mueve en el sistema S a una velocidad x/t = c. Pero debido a 
que la serial luminosa se propaga por todos los sistemas de referenda a 
igual velocidad, la del frente en el sistema S seri la misma x'/t = c. 
Partiendo de cstas condiciones, de (1.10), dividiendo tirmino por ttimino 
la ecuaciOn para x' por la ecuaciOn para I ’, obtendremos 

c - - *0 . 

OC + Or 

Dc aqul 

„(K) = 0.14) 


Con el fin de determinar el coeficiente a(K) examinemos las ecuaciones 
de un frente de onda esffcrico en los sistemas S y S ': 

x 2 + y 1 + z 2 = (ctf, x' 2 + >-' 2 + z' 2 = (e/') 2 . (1.15) 

En estas ecuaciones hemos hecho de nuevo uso de la propiedad de invarian¬ 
cia de la velocidad de la luz, por ello c es igual. Como y' = y,z' = Z 

(c/')2-x' 2 = (ctf-x 2 . (1.16) 

Con ayuda de (1.10), (1.13) y (1.14) de la ultima ecuaciOn obtenemos 
o J (l - K*/c*Xc*l® - x 2 ) = (e/) 2 - x 2 , 

de donde 

a(K) = ±(1 - K 1 /c 2 )- |/J . (1.17) 


Aqui, de nuevo, sOlo hay que tomar el signo mis, ya que el menos corres- 
ponde a la direction opuesta de los ejes x y x'. 

Poniendo en un todo unico los resultados (1.10) — (1.17)llegamos a las 
formulas relativistas de transformation de las coordenadas y el tiempo 
(transformaciones de Lorentz): 


x- VI 

X VI - LVti’ 


y' = y. 


z' = z. 


I - Vx/C 2 
VI - Vi/cl 


.(1.18) 
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Las transformaciones inversas se obtienen de (1.18) suslituyendo V por 
- V: 


x ' + Vt' 
Vf- V^/c- ’ 


y = y\ 


z = z\ 


/'+ Kx'/c 2 
v'l - V*/c* 


(119) 


Para reducir la anotaci6n de las fdrmulas de las transformaciones relativis- 
tas introducimos designaciones utilizadas con frecuencia 

0 = V/c. 7 = 0 -P)- in . d-20) 


Para estas designaciones 

x' = 7 (x-vt), y'=y, z' = z, ct' = y(ci - 0 x). (1.21) 

Para V/c < 1 obtendremos VI - V*/<? «=> 1 y las transformaciones dc 
Lorcntz (1.18) se convierten en las de Galileo (1.1). Asi, pues, estas ultimas 
s61o son aplicables a pequeftas velocidades relativas de movimiento de los 
sistemas de referenda en comparacidn con la velocidad limite c. Para V — 
— c los coeflcientes en las fdrmulas (1.18), (1.19) se reducen a la infinidad 
y las propias transformaciones de Lorentz pierden su sentido. Esto es expli¬ 
cable porque los sistemas dc referenda s61o pueden estar ligados con cuer- 
pos materiales macroscdpicos, cuyas velocidades relativas no pueden al- 
canzar la velocidad limite c. 


§ 2. Ciertos corolarlos de las transformaciones de Lorentz 

2.1. Reducclbn de las esealas. Transformaciones de volumcn. Suponga- 
mos que en cl sistema S' hay una barra rigida inmdvil dc longitud /„ (csca- 
la) orientada a lo largo del ejex'. iQu6 longitud tendrd esa misma barra en 
el sistema S? Detcrminemos csta longitud de la siguiente forma: 
simult&neamente (en el sistema S) hacemos marcas en el eje x frente a los 
extremos de la escala, que en dicho sistema se muevc a una velocidad V. La 
distancia entre las marcas (inmdviles en cl sistema S) se toma como la lon¬ 
gitud / de la escala en movimiento en lo que atafic a S. 

Para calcular la longitud / hacemos uso de las transformaciones de Lo¬ 
rentz (1.18). Sea que a los extremos de la barra corresponden en el sistema 
S' las coordenadas x,', x' 2 . Las marcas se hacen en el sistema S en los pun- 
tos x,, x 2 en un mismo momento de tiempo r, = t 2 = I. De (1.18) tenemos 
xi - x; = (Xj — x,)/V 1 - PJ/c2; 

pero x 2 - x,' = es decir, la longitud de la barra inmdvil, x 2 — x, = /, 
es la longitud de la barra en movimiento. Por esto, 

/ = /„'/! - PVc2, (2.1) 

o sea, al estar la barra en movimiento ella se acorta (contraccidn de 
Lorentz — Fitzgerald). 
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En las formulas (1.18) vemos que la escala orientada de forma perpen¬ 
dicular respecto de la velocidad relativa no sufre contraction de Lorentz. 
Por esto, el volumen Vdc un cuerpo en movimiento s61o disminuye a cuen- 
(a de la dimensi6n transversal: 

-y= TS'Vl - V/c>. (2.2) 


Vemos que la longitud y el volumen de los cuerpos en la TER son distintos 
en diferentes sistemas inerciales, en tanto que en mecAnica clAsica estas 
magnitudes son invariantcs, es decir, igualcs en todos los sistemas de refe¬ 
renda. 

Hay que seflalar que la reducci6n de la escala en movimiento o la dismi- 
nucibn del volumen de un cuerpo que se mueve, son efectos reales y no apa- 
rentes. Elios se establecen como resultado de la medicibn de las distancias 
entre los marcos reales, que fijan la posicibn de los extremos de la barra en 
el sistema de referencia elegido. 

2.2. Relatlvidad de la simultaneidad. Tiempo propio. En el § 1.2 se in- 
dicb que en la TER la nocibn de simultaneidad picrde su carActer absoluto. 
Ahora vamos a examinar cste problcma desde el punto de vista cuantitati- 
vo. Supongamos que en el sistema S en los puntos con coordenadas x, y 
xj sucedieron simultAncamente (/,’ = f 2 ) dos sucesos. Mediante (1.19) 
hallamos en el sistema 5 el intervalo de tiempo entre estos dos sucesos: 


At 


' 2 -'. 


cVl - Vi /& 


(2.3) 


Estc resultado muestra que la simultaneidad ticnc carActcr absoluto sblo 
entre aquellos sucesos que transcurren en puntos coincidentes del espacio. 
Con x, = x 2 el tiempo entre los sucesos At = 0 en todos los sistemas si 
At ’= 0. En el caso cuando los sucesos estAn separados en cl espacio, sien- 
do ellos simultAneos en un sistema de referencia, hablando en general, no 
lo son en otros sistemas. 

Comparemos ahora los intervalos de tiempo registrados en los relojes 
ubicados en sistemas inerciales en movimiento e inmbvil. Sea que un reloj 
estA en reposo en el sistema S, otro en S Mientras que en el sistema S' 
transcurre cl intervalo de tiempo t en cl sistema S, de acuerdo con (1.19), 
pasarA mayor tiempo 

At = r/Vl - Vt/ci. (2.4) 


Para las diferenciales de los tiempos en los dos sistemas, obtenemos la rela- 
cibn 

dr = VI - Vt/ctdt. (2.5) 

Vemos que en el sistema en movimiento el tiempo transcurre con mayor 
lentitud. 

Tanto el volumen espacial como el tiempo son distintos en diferentes 
sistemas inerciales. Pero su producto es invariante, de lo que podemos cer- 
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ciorarnos multiplicando las igualdades (2.2) y (2.4): 

y&t = Vtf = inv. (2.6) 

El tiempo registrado por un reloj inmOvil con relaciOn a cierto objeto, 
recibe el nombre de tiempo propio de este. La fOrmula (2.5) proporciona la 
ligazOn entre el tiempo propio de los objetos en reposo en e! sistema S y el 
tiempo t registrado en el sistema S. El tiempo propio tambi£n puede ser de- 
terminado para objetos en movimiento variado. En este caso para dr se 
conserva la dcterminaci6n (2.5), en la que V tiene el sentido de la velocidad 
del sistema incrcial que acompafla instantOneamente el objeto que exami- 
namos y que, por lo tanto, coincide con la velocidad del propio objeto. El 
intervalo finito de tiempo propio se obtiene integrando (2.5): 




v^(r)/C" di. 


(2.7) 


donde u(/) es la velocidad del objeto en el sistema S. 

2.3. Transformation relativism de la velocidad. Estudicmos el movi¬ 
miento arbitrario de cierto cuerpo de pequeflas dimensiones. Por dcfini- 


., dx 
Cl6n = di’ V > 


dy 


-> = di' V ' 


^ son los componentes cartesianos de la velo- 
dl 


cidad del cuerpo en cl sistema Sy a’ = 


dx ■ 


dy ' 


dz' 


los corn¬ 


er ’ * dt ' ' di 

poncntes cartesianos de la velocidad de ese mismo cuerpo en el sistema S , si 

las variables con raya y sin clla estOn ligadas mediante las relaciones (1.18). 

Con el fin de hallar la ligazOn entre v’ y v reescribimos (1.18) para las dife- 

.... dx-Vdt .... ... ._ dt — Vdx/<? 

renciales rfx r- 


-,dy' = dy, dz' = dz, dt = --j——- 


VT - W 

y dividiendo las tres primeras igualdades por dt , tirmino a ttrmino, obte- 
nemos, 

- V 

v y 




1 - vV/c 2 ’ 


- We* 


1 - vV/c 2 


— Il 


ir./TW 


1 - v.V/c 1 


( 2 . 8 ) 


Estas formulas expresan la ley relativista de composiciOn de vclocidades 
que sustituye la regia del paralelogramo ( 1 . 2 ) de la mec&nica cl&sica. 

En cl limite V/c < 1, las formulas (2.8) se convierten en (1.2) y para 
v — c aseguran el caricter limite de la velocidad de la luz c. Asl, si u x — c. 


= 0, u‘ = v- = 0 , y 


C- V 


= C, 


(2.9) 


* 1 - V/c 

en correspondencia con el principio de invariancia de la velocidad de la luz. 
El resultado no variarO si la velocidad de la luz estO dirigida al encuentro de 
V. En el numerador y denominador de la anterior formula variarOn los sig- 
nos delante de V, pero el resultado de la composiciOn de velocidades serO el 
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anterior. No obstante, hay que remarcar que durante la composici 6 n de ve- 
locidades s61o queda invariable el valor absoluto de la velocidad de la luz. 
Su direction puede cambiar al pasar a otro sistema. 

El resultado (2.9) no significa que en la TER ninguna velocidad puede 
superar la de la luz. La velocidad de un rayo luminoso en la pantalla, sufi- 
cientemente alejada de la fuente, la velocidad de fase de una onda, la velo¬ 
cidad de alejamiento o acercamiento de las particulas en un sistema de la¬ 
boratory, etc., pueden ser mayores que c. La TER s61o afirma que a velo- 
cidades mayores que la de la luz es imposible transmitir la information y 
las interacciones. 

2.4. Transformation de la direction. Aberration de la luz. La transfor¬ 
mation de la velocidad (2.8) llcva a la transformaci 6 n de los Angulos 0, 4> 
que determinan su direction. Sea 0 el Angulo entre la velocidad de un cucr- 
po v y la velocidad relativa V, en tanto que es el correspondiente Angulo 
azimutal registrado en el piano perpendicular a V. Con (2.8) hallamos: 
Vy/u,' = i >y/v t . Esto quiere decir que el Angulo azimutal 4> no se transfor¬ 
ma: 

* = *'. ( 2 . 10 ) 


La f 6 rmula de transformation del Angulo 0 se halla del modo siguiente: 

t g 0 = Vt * + ** _ *»' sen 0 


7 ( 1 / cos 0 +10 


( 2 . 11 ) 


Aqui hcmos hecho uso de las formulas (2.8), sustituyendo en ellas V por 
- V. 


Para el movimiento relativista relativo de los sistcmas de refcrencia 
(V — c) en todos los casos tenemos 0 «* 0 ’, salvo en aqucl cuando la velo¬ 
cidad de la particula en el sistema S ' tambidn es prOxima a c y estA dirigida 
en sentido opuesto a V. 

Para la luz v’ = c, y (2.10) — (2.11) tambien nos proporcionan 


tgO 


sen 0 ' 

y(0 + cos 0 ) 


♦ = ♦ . 


( 2 . 12 ) 


Estas formulas describen la transformation de la direcciOn de un rayo de 
luz al pasar a otro sistema (fenOmeno de aberration de la luz). Si 0 < 
< Icos0 I de (2.12) obtenemos en primer orden para V/c: 


tg 0 ' 


-t g 0 = 


gt 8 e 

COS0 


es decir, la variaciOn del Angulo A0 =0' — 0 es una pequefta magnitud 
del orden de 0 = V/c. Por esto, con la primera aproximaciOn 

A© = -^sen0\ (2.13) 
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La aberracibn de la luz y la fbrmula elemental (2.13) han desempefiado 
notorio papel en la historia del desarrollo de la TER. Supongamos que en 
cierto sistema de referenda S' (“sistema de la estrella fija”) la direccibn de 
los rayos de luz forman un Angulo 0' = ir/2 con el sentido de la velocidad 
de la Tierra V (que vamos a considerar paralela a la superficie terrestre). 
Entonces, la estrella serA vista por un telescopio instalado en la Tierra bajo 
un Angulo A0 ^ V/c respecto de la vertical (fig. 2.1). DespuAs de medio 
afio, cuando el sentido de V cambia por el opuesto, variara tambiAn la di- 
reccibn hacia la estrella. De este modo, las estrellas fijas realizarAn movi- 
mientos visibles por la cupula celeste, cuya causa es el movimiento de la 
Tierra por su brbita. La fbrmula (2.13) se confirma bicn con las observa- 
ciones. 



Fi*. 2.1 


Para finalizar, detengAmonos en la transformacibn de las dimensiones 
angularcs de los haces luminosos. Sea que en cierto sistema S el haz lumi- 
noso se propaga dentro del Angulo sblido dil' = sen 0 rfO . iQu6 di¬ 
mensiones angulares tcndrA ese mismo haz en el sistema S? 

En este sistema cKl - -d cos Qd*. donde los Angulos 0 y * han de ser 
expresados por 0 y 4> por medio de las fbrmulas (2.11). Es cbmodo cal- 
cular primero el cos0: 


COS0 = 


cos0' + 0 
1 + (3cos© 


(2.14) 


con la particularidad de que la extraccibn de la raiz se elige de modo que 
cos 0 = cos0 siendo 8 = 0. Difercnciando (2.14) expresamos dil por 
dU': 


^ (1 + 0cos0 ^ ^ 
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(2.15) 




Como siempre, la transformation inversa se alcanza cambiando de lugar 
las magnitudes con raya y sin ella y variando el signo de (3. 

Para comprender mejor el sentido de la transformacibn del Angulo sbli- 
do, imaginAmonos que en el sistema S hay una fuente que emite la luz de 
forma isbtropa en todas direcciones. Dentro del Angulo sdlido dU es emiti- 
da part? de toda la emisibn igual a dN = dl)/4x. La magnitud /’ = 
= dN/dii = l/4>r es la funcibn de distribucidn por los Angulos de la luz 
emitida. En el sistema S esa misma parte de la emisi6n dN, de acuerdo con 
(2.15), corresponded a otro Angulo sdlido, de manera que 


dN = 


\-P 


rtfO. 


4tt(I - (3 cos G) 2 (2,16) 

Podemos ver que la distribucidn isbtropa dc la luz por las direcciones en 
un sistema en otro sistema serA anisbtropa. La nueva funcibn de distribu- 
cibn 

u - ,7 > 

se harA notoriamcnte anisbtropa a la velocidad rclativista relativa, cuando 
1 — (3 < I. En este caso, las emisiones en la direccibn de la velocidad relati¬ 
va (0 = 0) y en la direccibn opuesta (0 = ir) se refieren como 

/(0)//M = (1+ mi - » - 4-y* ► 1. 


Esto significa que cualquier fuente de luz en movimicnto a velocidad relati¬ 
vist emitirA, fundamentalmente adelante, en direccibn del movimiento 
dentro de un cono con Angulo de abertura* 1 

©o = y~' ■* '• (218) 

incluso si la emisibn en el sistema acompafiantc es prbxima a la isbtropa. 
Esta propiedad de la emisibn juega notorio papel para particulas con 

V *- C. 

2.5. Forma visible dc los cuerpos en movimiento rApido. Como todos 
los cuerpos estAn sometidos a la contraccibn de Lorentz, lo que sigue con 
claridad del § 2.1, seria de suponer que un observador en movimiento a ve¬ 
locidad relativista deberia ver todos los objetos aplastados en direccibn del 
movimiento. Asi, una esfera pareceria un elipsoide de revolucibn aplasia- 
do, un cubo tendria la forma de paralelepipedo, etc. Pero esta representa- 
cibn es incorrecta. Los efectos de la TER (velocidad finita de la luz y 
contraccibn de Lorentz) conducen de hecho a que los cuerpos considerados 
en un haz de rayos paralelos de luz (es decir, en un Angulo sblido pequefio) 
no parecen aplastados, sino girados a cierto Angulo a con relacibn al obser¬ 
vador. 


•’ Es ficil comprobar con (2.17) que/(0 o )//(O) «* 1,4. Para 0 > 0 O , pero para 0 < t. la 
razfin /(0)//(O) = (©„/»>* <1. 
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Para iluslrar esla afirmaci6n examinemos un ejemplo: un cubo fotografiado en un haz dc 
rayos paralelos de luz. Supongamos que un cubo opaco con arista /„ estA en movimienio en un 
sistema de referencia a una velocidad V con reladbn al obscrvador. Este lo fotografla cn c) 
momcnto cuando los rayos de luz emitidos por la superfide del cubo llegan al objetivo de la 
cAmara de fotograliar bajo Angulo recto a la direccibn del movimiento (en el sistema de la ca¬ 
mera (fig. 2.2)). jQu4 imagen serA fotografiada? 

Los rayos emitidos simultAneamcnte por diversos puntos de la arista A B en el sistema 
S'(del cubo) alcanzarAn la placa fotogrAfica al mismo tiempo. La longitud delaplaca AB se- 
rA la misma que en el caso del cubo inmbvil y s61o se detcrminarA por la contraccibn condi- 
cionada por la distancia hasta el objeto y la distancia focal dc la cAmara de fotogra liar. Tome- 
mos esa longitud como la 1 . 

En el cubo inmAvil la imagen de la arista E F' parecerla cn los rayos paralelos coindden- 
te con la imagen de A B '. Al estar el cubo en movimiento, los rayos de la arista E'F 
dcberian set emitidos antes en un tiempo Ar = l^cy, entonces, llegarAn a la placa fotogrAfica 
al mismo tiempo que los rayos dc A B En el momento cuando la luz se emitc, la arista E F 
ocupaba la posidbn £.’#[ y hasta la emisibn de la luz por la arista A B pasb un recorrido 
VL/c. Por lo lanto, anora las imAgencs de las aristas A B' y E F IcndrAn una longitud 
y/c = B y no nula como en cl caso del cubo inmbvil. Toda la arista A b’F’E serA fotogra- 
fiada en forma del rectAngulo ABFE (fig. 2.3) con una relacibn 1: d entre los lados. 




Los rayos que crearon la imagen de las aristas A B y CD sc cmiten simultAncamenie 
cn el sistema S. Como sigue de las transformaciones dc Lorentz (1.21). en el sistema 5 los ra¬ 
yos que parten de la arista C D ‘ deben ser emitidos antes que dc la arista A B cn un tiempo 
Ar' = 1 17/c 2 , donde I es la longitud de las aristas B'C" y A O ’ cn el sistema S. Podcmos 
considerar que cn el sistema S' han transcurrido dos sucesos a una distancia Ax' = /„, con la 
particularidad dc que tuvicron lugar uno a un tiempo Ar despuis del otro. En el sistema S la 
distancia entre los sucesos se determina con ayuda de (1.19): 

( = AX = y(AX* - KA/ ') = (jV"l - & - 

Asl, pues, las aristas B'C'y A D paralelas a la direedbn del movimiento, han sufrido 
la contraccibn corriente de Lorentz. Sus imAgenes ( tomando en consideracibn la contraccibn 
en la cAmara de fotograftar) tendrAn una longitud Vl - 6 1 . 

Las restantes aristas del cubo no serAn fotografiadas, ya que en el momento de tiempo 
que considcramos se hallan en cl lado que para el observador cs invisible. Esto signlfica que en 
la fotografia veremos la parte posterior (respecto dc la dlreccibn del movimiento) del cubo, o 
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sea. fste pareceri girado a un Angulo a = aicsen ( V/c) (fig. 2.3), pero su forma no sera altera- 
da. Si el tiempo fuera absolulo y vAlidas las iransformaciones de Galileo, las aristas ADy 
R C no sufririan la contraccirin de Lorentz, los segmenlos AD y BC tendrian en la placa fo- 
togrdfica una longitud igual a uno y la forma del cubo no scrA alterada. 

§ 3. Sentido geometrico do las Iransformaciones de Lorentz. 

Intervalo y causalidad 

3.1. La transformacidn de Lorentz como giro en el mundo cuatridimen- 
sional. A muchos de los resultados de la cinemdtica relativista se les puede 
dar un sencillo sentido geometrico. Semejante acceso facilita su interpreta- 
ci6n y permite desarrollar el elegante aparato matemdtico de la TER. 

Como en la TER el tiempo pierde su car&cter absoluto y depende del 
sistema de referencia, para representar las relaciones cinemAticas, es 16gico 
hacer uso de la variedad cuatridimcnsional espacio — tiempo, para lo que 
tambien se emplea la denominacidn, que va dejando de ser usada, de 
"mundo” o con mayor dctalle, “mundo cuatridimensional de 



Minkovski”. Rcpresentcmos en la fig. 3.1 la seccidn bidimensional del es¬ 
pacio cuatridimensional y en ejes perpendiculares entre si tracemos x y ct 
(es edmodo multiplicar el tiempo por c para que las coordenadas tengan la 
misma dimension). Puntos aislados en el espacio — tiempo cuatridimen¬ 
sional indican las coordenadas espaciales y el tiempo de cierto “suceso”. 
La secuencia de estados cinemAticos de todo cuerpo (o sea, sus coordena¬ 
das en diversos mementos dc tiempo) es representado por la “linea univer¬ 
sal”. 

En el sistema inercial dado no s6io los cuerpos en movimiento, sino los 
que estdn en reposo, poseen sus lineas universales (a diferencia de la trayec- 
toria en la mecAnica clAsica). Asi, la linea universal de un cuerpo en reposo 
en el punto x 0 (en el espacio) del eje x, serA la recta /IS paralela al eje cl que 
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pasa por x 0 ; la linea universal de un cuerpo en movimiento a velocidad 
constante v = const (que pasa siendo t = 0 por el origen de coordenadas) 
es la recta CD (tga = v/c); la linea universal de un cuerpo en movimiento a 
velocidad variable v(t) es la curva MN\ la linea universal de un rayo lumi- 
noso emitido en el momento r = 0 del origen de coordenadas en direccibn 
del eje x, es la bisectriz del Angulo OF entre los ejes de coordenadas. 

Ahora, aclaremos el sentido geomAtrico de las transformaciones de Lo- 
rentz. EscribAmoslo s61o para x y cl: 

X' = t(x ~ Pel), cl' = y(ct - 0x). (3.1) 

Hemos obtenido una transformacibn lineal homogenea que mucho recuer- 
da la transformacibn de rotacibn en el espacio tridimensional euclidiano. 
Escribamos, p. ej., la transformacibn de rotacibn al Angulo <p en el piano 
xy en un cspacio ordinario: 

x' = xcos-f + ysen*>, y' = -xseny> + ycos»>. (3.2) 

En la fig. 3.2 estAn representados los nuevos ejes a: y ' obtenidos como rc- 
sultado de semejante transformacibn. La mAs importante propiedad de 6s- 
ta es la conservacibn de la distancia entre cualesquicra dos puntos: 

(xj - jf| J* + (yi~ y,’) 2 = (x 2 - x,) 2 + (y 2 - y,) 2 . (3.3) 

La distancia r u = V(x 2 - xj) 2 + (y 2 - y,) 2 entre los puntos 1 y 2 qucda in¬ 
variable durante la transformacibn de rotaci6n. 



Con el fin de actarar las similitudes y las diferencias entre el giro en el 
espacio euclidiano y la transformacibn de Lorentz, escribamos (3.1) me- 
diante funciones hiperbblicas: 

x' = xcht — crshi£, cl' = — xsh^> + c/ch^, (3.4) 

donde 

chi/- = y = (1 - We^-'^sh* = = (V/cXl - 1-' 2 /c 2 )~ l/2 , (3.5) 

y, como debe ser, 

chty — shty = 1. (3-6) 
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La transformaci6n (3.4) tambifcn tiene la propiedad de dejar invariante 
cierta combinacidn cuadratica de las coordenadas x y ct, es decir, el inter- 
valo 

*12 = V(cr, - ct 2 f - (x, - x 2 f. (3.7) 

En realidad, de (3.4) — (3.6) sigue directamente que (ct 2 — ct[¥ — (x 2 — 
- x[f = (ct 2 - c/,) 2 - (x 2 - jc,) 2 , por lo que 5 ' w = s |2 = inv. El interva- 
lo s, 2 puede considerarse corao la “distancia” entre los puntosx, ct del pia¬ 
no. Pcro el cuadrado de la difcrencia entre las coordenadas espaciales entra 
con signo menos en la expresidn para el intervalo. El espacio en el que la 
distancia entre los puntos esta determinada por la fdrmula (3.7) recibe el 
nombre de seudoeuclidiano. Entre 6ste y el espacio euclidiano, ademis de 
cvidente parecido, hay notorias diferencias. P. ej., en el espacio euclidiano 
el cuadrado de la distancia entre dos puntos r] 2 J 0. con la particularidad 
de que la igualdad de esta magnitud a cero significa que los puntos I y 2 
coinciden. En el espacio seudoeuclidiano s^ 2 puede tener cualquier signo y 
la reducci6n del intervalo a cero es tambiin posible para dos puntos absolu- 
tamente distintos en el espacio — tiempo cuatridimensional. 



A continuacidn, examinemos la posicidn de los nuevos ejes x', ct' en 
un piano seudoeuclidiano. Tracemos las coordenadas x y ct en los ejes de 
un sistema rectangular de coordenadas (fig. 3.3). El punto x' = 0, coinci- 
dente con el origen de coordenadas del sistema SestA en movimiento en el 
sistema S a una velocidad V. Evidentemcnte, su linea universal ser4 el eje 
de tiempo ct del sistema S . Asi, pues, dicho eje estar& inclinado hacia el 
ct en un Angulo a = arctg ( V/c). El eje x' del nuevo sistema puede ser de- 
terminado con ayuda de la condicidn c = 0. Pero de acuerdo con (3.1) en el 
antiguo sistema S 6sta serd la recta ct = fix que pasa por el origen de coor¬ 
denadas y que forma el mismo dngulo a = arctg ( V/c) con el eje x 
(fig. 3.3). 

; El nuevo sistema de coordenadas es oblicuo! Seria incorrecto si inten- 
tdramos hallar relacion entre xct ’ y x, ct directamente en la fig. 3.3 por 
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medio de la proyeccion de segmentos, como es faci! hacerlo en el caso eucli- 
diano (fig. 3.2). Las transformaciones de Lorentz no sblo hacen girar los 
ejes, sino que tambibn varian las escalas de las coordenadas por los ejes. 

Haciendo uso de la fig. 3.3 es ficil proporcionar la interpretacibn geo- 
mitrica de diversos corolarios de las transformaciones de Lorentz. P. ej., 
examinemos la relatividad de la simultaneidad. En e! sistema S las lineas de 
igual tiempo son rectas parelelas al eje Ox. En el sistema S , rectas parale- 
las a Ox' que no coinciden con las lineas de igual tiempo en el sistema S. 
Por ello, los succsos en S, hablando en general, no serin simultineos en S . 
P. ej., entre los sucesos A y B, simultineos en S, en S ’ pasara un intervalo 
de tiempo At ' = A B 7c, con la particularidad de que el acontecimiento B 
sucedcrb antes* 1 . 

Existe un divulgado procedimiento para verificar la transformaci6n de 
Lorentz (3.1) que, de modo formal, es identico a la transformacibn de rota- 
ci6n (3.2) en el piano euclidiano. Esto es alcanzado introduciendo la coor- 
denada temporal imaginaria id y un ingulo de rotacibn imaginario. Susti- 
tuyamos en (3.1) <1/ por —if y hagamos uso de las fbrmulas ch(—/V) = 
= cos sh (—if) =• —i sen^. 

Obtencmos 

jc' 1 = x 1 QOSf + x 4 sen*>, x' 4 = -x’senyr + x 4 cosv3, (3.8) 
donde x [ = x, X 1 = id. En scmejantes variables cl intervalo toma el aspcc- 

s 2 , = -(x’-xif-^-x 4 ) 2 . (3.9) 

es decir, sblo se difcrenciari por el signo del cuadrado de la distancia rf 2 
entre los puntos en el piano euclidiano. 

Pero hay que tener en cuenta que la introduccibn de la coordenada ima¬ 
ginaria temporal sblo conduce a un parecido formal con el espacio eucli¬ 
diano. Claro esti, que de este modo no se excluye la profunda diferencia 
interna entre estas dos geometrias — euclidiana y seudoeuclidiana. Por esta 
causa, en adelante haremos uso de la coordenada real temporal x° = d. 

3.2. Tres tlpos de intervalos. Causulidad. Generalicemos la detcrmina- 
cibn del intervalo (3.7) para el caso cuatridimcnsional: 

sf, = (cf 2 - cf,) 2 - (x 2 - x,) 2 - (,y 2 - y i f - (z 2 - z,) 2 = 

= c 2 ^ - t x f - z 2 ,. (3.10) 

donde r v es la distancia ordinaria entre los puntos 1 y 2 (en el espacio). En 
funcibn de las relaciones entre las coordenadas temporales d y espaciales x, 
y, z de dos puntos, puede ser positivo, negativo o nulo. Se emplea la si- 
guiente terminologia: con s^, > 0 el intervalo se denomina cuasitemporal, 
con < 0, cuasiespacial, con = 0, cuasiluminoso o nulo. 


•> Muchas otras adaradones geometncas de las relaciones fundamcntales en la TER se¬ 
rin halladas por el lector en los libros [89, 93]. 
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El carActer del intervalo esta intimamente ligado con la causalidad, 61 
determina la posibilidad del nexo causal entre los sucesos que transcurren 
en los puntos 1 y 2 en el espacio y el tiempo. Si > 0 el suceso 2 puede es- 
tar relacionado causalmente con el suceso 1 (o a la in versa): del punto 1 po- 
demos enviar una sefial a velocidad v = r 2l /(t 2 — /,) < cque provocarA el 
suceso 2. Esto tambien es posible en el caso del intervalo nulo, pero la sefial 
sOlo debe propagarse a la velocidad limite c. Los sucesos separados por in¬ 
tervals cuasiespaciales no pueden estar condicionados causalmente, ya 
que las seilales no pueden propagarse a velocidad u = r 2l /(t 2 — t : ) > c. 

En funciOn de las propiedades del intervalo s = Vc 2 r 2 — x 2 , el piano 
seudocuclidiano (x, ct) puede ser dividido, entre el origen de coordenadas 
(suceso 0) y los puntos en el piano, en tres regiones que por sus propiedades 
son distintas. Tracemos las bisectrices de los Angulos entre los ejes de coor¬ 
denadas (fig. 3.4). La regi6n 1 posee las siguientes propiedades: a) todo su¬ 
ceso que en esta regiOn se representa con cierto punto, en cada sistema incr- 
cial iranscurre despu6s del suceso 0 (esto se desprende de la desigualdad 



Fig. 3 4 


s 2 > 0 para todos los puntos de esta regiOn); b) existe un sistema de referen¬ 
da tal, en el que el suceso que examinamos estA en el mismo punto (del es¬ 
pacio) que el suceso nulo, es decir, los sucesos son monolugares. Para 
hallar semejante sistema es suficiente trazar un rayo por el origen de coor¬ 
denadas y el punto que consideramos. El angulo a entre dicho rayo y el eje 
cl determinarA la velocidad V = ctga del sistema inercial S ’ buscado con 
relaciOn al sistema inicial S. La regiOn 1 recibe el nombre de “futura en ab¬ 
solute” respecto del suceso 0. 
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La regi6n 2, en lo que atafie a 0, es “pasada en absoluto”. En ella, to- 
dos los sucesos, en cualesquiera sistemas inerciaies, transcurren antes del 
sueeso 0 y pueden ser convertidos en monolugares por medio de la selec- 
ci6n del correspondiente sistema inercial. 

Propiedad an&loga posecn cualesquiera dos sucesos separados por un 
intervalo cuasitemporal: las nociones “mbs tarde” y “antes” no son para 
ellos absolutas. Esto significa que si en cierto sistema los tiempos de estos 
sucesos t 2 > en cualquier otro sistema serbn asimismo r 2 > r,. 

Por fin, la regibn 3 se caractcriza por que cualquier sueeso puede trans- 
currir en ella simultAneamente con el sueeso 0. Para ello es suficiente elegir 
un sistema inercial cuyo eje x ' pase por el origen de coordenadas y el suce- 
so que examinamos. Pero no existe un sistema tal en el que 41 sea monolu- 
gar con el sueeso 0. En cste sentido todos los puntos de la regibn 3 son ale- 
jados en absoluto del punto 0. 

Claro estA que en el espacio — tiempo cuatridimensional tambibn exis- 
ten las indicadas regioncs. Ellas estAn separadas por la hipersuperficie tridi¬ 
mensional s 5 = 0 (cono luminoso). Las regiones internas de dicho cono son 
pasada y futura en absoluto, en tanto que la exterior, alejada en absoluto 
del origen de coordenadas. 


§ 4. Vectores y tensores cuatridimensionales 

4.1. Definicl6n del vector. Componcntcs contra y covarlantes. Para la 
enunciacibn cuantitativa de las leyes de la naturaleza, tomando en conside- 
racibn los requisites de la TER, tenemos que estudiar los fundamentos de 
algebra vectorial y tensorial en el espacio cuatridimensional seudocucli- 
diano. Esta se confecciona por analogia con el Algebra tensorial en el espa¬ 
cio tridimensional euclidiano. Con el fin de ayudar a los lectores ofrecemos 
en el Complemento I un resumcn, expuesto de modo elemental, de las no¬ 
ciones fundamentales de Algebra de los tensores tridimensionales y en cl 
Complemento II, cierta informacibn complcmentaria (en comparacibn con 
la expuesta en este paragrafo) sobre Algebra y anAlisis de los tensores 
cuatridimensionales*!. 

Comencemos por la definicibn del vector en el espacio cuatridimen¬ 
sional (o, para abreviar, 4-vector). 

Examinemos las coordenadas de un punto (sueeso) en el espacio cuatri¬ 
dimensional y variemoslas poniendo supraindices desde 0 hasta 3: 

x° = ct, x' - x, x 1 =y, x 3 = z. (4.1) 


•’ Una denominacidn mis precisa de estos objetos es "tensores alines”. En adclante va- 
mos a ornitir el adjelivo "afines”. ya que en este libro no se utilizan tensores de otro tipo. 
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Como ya sabemos, al pasar de un sistema inercial a otro, estas magnitudes 
se transforman con las formulas 


x° = jr°ch^ - x'sh^, x' = — x° sht£ + x 1 ch <p, 

_ x 2 > x i — ^ 

donde th <p = V/c. 

Demos la siguiente definition del 4-vector que generaliza la definition 
del vector en el espacio tridimensional: recibeel nombre de vector cuatridi- 
mensional A'(A°, A 1 , A 2 , A 1 ) el conjunto de cuatro magnitudes quc al pa¬ 
sar a otro sistema de referencia inercial se transforma lo mismo que las 
4-coordenadas, es decir, con las formulas (4.2): 

A 0 = A°c\\<i> — -4‘sh^, A 1 ' = — /l°sh^ + A ch^, 

A 2 = A 2 , Ay = A 2 . (4 - 3) 


Sin embargo, si por analogia con el espacio tridimensional euclidiano 
quisiiramos calcular el cuadrado del vector A 1 A' (la suma por los indices 
desde 0 hasta 3 que se repiten), nos cerciorariamos con facilidad que esa 
magnitud no seri invariante de la transformation de Lorentz (o sea, del gi¬ 
ro en el espacio cuatridimensional). El invariante resulta ser la composition 
de los componcntes del aspecto 

(A°y - (A' y - (A 2 y - (A*y = ( a° y - (>i')* - (A 2 y - /w. (4.4) 

En cl case de las coordenadas de 4-puntos, esto cs el intervalo (3.10): 

s 2 = (x°y - (x'y - (x i y - (x*y. ( 4 . 5 ) 

La validez de las igualdades (4.4) se comprueba con facilidad por las for¬ 
mulas (4.3). 

Con el fin de determinar el cuadrado de un 4-vector y el producto esca- 
lar de dos 4-vectores como magnitudes invariantes, en la consideration se 
introducen dos clases de componentes de un mismo vector, es decir, cova- 
riantes y contravariantes* 1 . Los componcntes contravariantes se designan 
con supraindices (A 1 ), los covariantcs, con subindices (Ay). Delcrminemos 
la ligazOn entre los componentes contra y covariantcs del vector: 

A 0 =A°, A y = —A 1 , A 2 = ~A 2 , A,= -A 3 . (4.6) 

De (4.3), (4.6) siguc que la transformation de Lorentz para un vector 
covariante tiene el aspecto: 

»o = ,4 0 c h * + ^,sh^. Ay = /4 0 shiA -l- A,ch <J>, 

A' = A 2 , A j = A } . ' 


'* Veremos en el § 4.3 que los componentes covariantes son Iransformablcs, lo mismo 
que los del gradiente de la funcidn escalar, por las coordenadas cuatrtdimensionales: los com- 
ponentes contravariantes no son transformables como el gradiente, sino que como las propias 
coordenadas. 
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Ahora, compongamos la suma de los productos entre los componentes 
covariantes y los contravariantes: 

A/V = AqA 0 + A,A' + A j/1 2 + AjA } . (4.8) 

Esta suma, que llamaremos cuadrado del 4-vector, resulta ser el invariante 
de la transformacibn. De forma an&loga se determina el producto escalar 
de dos vectores: 

Aflf = A 0 BP + A t B' + A^ + A^. (4.9) 

Este puede ser escrito mediame los componentes temporales A 0 , B 0 y espa- 
ciales A, B de los vectores del modo siguiente: 

A t B‘ = - A • B. 

Como sigue de (4.6) es indiferente cu&l de los vectores en el producto es 
covariante y cu&l, contravariante. Los dos productos, (4.8) y (4.9), son los 
invariantes de la transformacidn de Lorentz. Pero una suma analoga, com- 
puesta s6lo de componentes covariantes o bien sblo de contravariantes, no 
tiene una ley sencilla de transformacibn, por lo que no tiene sentido. 

El t6rmino “escalar” es sindnimo de la palabra "invariante”. Esta es 
una magnitud con un mismo valor en todos los sistemas de referenda iner- 
ciales: A,'A r => A, A 1 , etc. 

Las formulas de las transformaciones (4.3) y (4.7) pueden ser escritas en 
forma abreviada 

A' = a- k A*. A,' = a*-4 t , (4.10) 

donde ct k , afson matrices de transformaciOn que tienen indices covariantes 
y contravariantes. De acuerdo con (4.3), (4.7) se rcprcsentan con las si- 
guientes tablas: 

/ ch^ — sh ^ 0 0\ /ch 4/ sh^ 0 0\ 

( - shift ch ^ 0 0| [ sh# ch^ 0 0 j 

(oi)= I 0 0 1 0 J, (o*)= l 0 0 1 0 ). (4.11) 

\ 0 0 0 1/ \ 0 0 0 l/ 

Como vemos en estas tablas o'* * a*, es dedr, el tipo de las matrices es difc- 
rente en funciOn de qufe indice es superior, el primero o el segundo y cu&l, el 
inferior. Pero las dos matrices son simetricas, o sea, d k = a*, a* = <f k . 

Multiplicando entre si las matrices (4.11) veremos que su producto es 
igual a la matriz unitaria: 

( 1 0 0 0 \ 

0 1 0 0 \ 

0 0 1 0 J, 

0 0 0 l/ 
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(jsuma por A!)- Designando por 6{ los elementos de la matriz unitaria, ob- 
tendremos 

< <*?=*,. = # (4.12) 

Notemos que aqui la suma se realiza bien por los primeros indices, o bien 
por los segundos, con la particularidad de que uno de ellos es inferior y el 
otro, superior. Claro esti, que la matriz unitaria es simbtrica & k = <5*y, en 
ella, la disposicibn de los indices superior e inferior es arbitraria. 

Con ayuda de (4.12) es ficil hallar las transformaciones inversas a 
(4.10). Multiplicando la primera fbrmula (4.10) por y sumando por », ob- 
tenemos 

W = = A'. (4.13) 

De manera aniloga obtenemos: 

A, = 44/. (4.14) 

De las formulas (4.13) y (4.10) se desprende que la matriz o'* de la trans¬ 
formacibn directa de los componentes contravariantes de un vector es al 
mismo tiempo la matriz inversa de la transformacibn de sus componentes 
covariantcs. Esto aclara cl sentido de los tbrminos: contravariante, trans¬ 
formable mediante la matriz inversa de transformacibn del vector cova- 
riantc. 

4.2. Tensores cuatridimenslonales. Adoptcmos la siguiente definicibn: 
recibe el nombrc de 4-tensor de II rango cl conjunto de 16 magnitudes 
transformablcs como el producto de los componentes de dos 4-vectores al 
pasar de un sistema integral a otro. Lo mismo que los 4-vectores, los 
4-tensores pueden ser covariantes (T‘ k ) y contravariantes (7**), asi como 
mixtos (Tfy T‘ k ). Con ello, hablando cn general, 7* * V k , es decir, el ten¬ 
sor mixto depende de cuil de los indices, el primero o segundo, es covarian- 
te y cuil, contravariante. De acuerdo con esto, son posibles las siguientes 
leyes de transformacibn del 4-tensor de II rango: 

7 "** = a ' m a k „T mn , T-=a rai T mn , 

n = °7° k n T" m , n = 

Con ayuda de las fbrmulas (4.12) es ficil hallar las transformaciones inver¬ 
sas. Los tensores de rangos mis altos se determinan de forma aniloga. 

El tensor mbtrico g lk es uno de los mis sencillos tensores de II rango: 



(4.16) 


Transformando este tensor con ayuda de (4.11), (4.12) para otro sistema 
inercial nos cercioramos de que dicho tensor es invariante y que sus compo- 
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nentes son iguales en todos los sistemas. Elevando uno de los indices con la 
regia (4.6), es decir, pasando al tensor mixto, obtenemos 

( 1 0 0 0 \ 

0 1 0 0 \ 

0 0 1 0 1=5* (4.17) 

0 0 0 1 / 

Este es un tensor unitario bien conocido de la teoria de los tensores tridi- 
mensionales. Por fin, subiendo tambien el segundo indice obtenemos gf k = 
= g iK , es decir, los componentes contravariantes coinciden con los cova- 
riantes. 

Mediante el tensor metrico se rcaliza la bajada y subida del indice en 
cualquier 4-vector o bien 4-tensor: de (4.6) y (4.16) se deduce que 

A, = «,*>!*. A' = f*A k (4.18) 

(la suraa por el indice Ar! que se repite). Por esta raz6n, el intervalo (4.5) 
puede ser escrito por medio de en la forma 

s 2 = g llr x‘x k , (4.19) 

y el producto escalar en las formas 

Afi = g Uc A'B k = (4.20) 

La fdrmula (4.19) aclara por qufc el tensor g lk recibe el nombre de mOtri- 
co: permite determinar la “distancia” invariante cntrc dos puntos en el es- 
pacio cuatridimcnsional seudoeuclidiano o bien, como tambien suelen de¬ 
cir, se establece la metrica de este espacio. 

Para las aplicaciones hay un importantc 4-tcnsor m&s, o sea, el tensor 
unitario antisimitrico de IV rango e'* ,m . Se determina por analogia con el 
correspondiente tensor tridimensional e aHy (vease el p. 1.4) de acuerdo con 
dos condiciones: 

1. e 0123 = 1. 

2. e w '"' cambia de signo al conmutar dos indices cualesquiera. 

Como rcsultado, diferentes de cero (e iguales a ± 1) s61o quedan 
aquellos componentes en los que 4 indices son distintos; este ntimero es 
igual a 4! = 24. Al pasar al sistema con raya, tenemos 

e -0 ’ 23 = (4.21) 

En virtud de la definition de c pqrs , aducida m4s arriba, el miembro derecho 
de (4.21) es el determinante de la matriz de transformation (4.11). Pcro 
dicho determinante es igual a uno, lo que directamente sigue de la forma 
expllcita de la matriz y de la formula chty — sh 2 ^ = 1. Asi, pues, e" 0123 = 
= 1. La variation de disposition de los indices conduce a la conmutaciOn 
de las filas del determinante, lo que acarrca el cambio del signo durante ca- 
da transposition elemental (conmutaciOn de dos filas). Pero precisamente 
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(4.22) 


el tensor e‘" m tambien posee tales propiedades, de forma que 


g' iklm 


— q iklm 


es decir, e'* ;m , lo mismo que g®, es un tensor invariante. 

El 4-tensor 7® lm es denominado real o, simplemente tensor, si duran¬ 
te la inversidn de las coordenadas en el espacio (transformacidn x’° = x°, 
x'° = — x a , a = (1,2, 3)) 61 se transforma como el producto de las coorde¬ 
nadas x‘x k ...x'x m . A1 contrario, si con semejante transformacidn el tensor 
adquiere el factor adicional — 1, recibe el nombre de seudotensor (comp, 
con el caso tridimensional, p. 1.6). De acuerdo con esta dcfinicidn g* es el 
tensor real y & klm , el seudotensor. 

Algunos datos mis acerca de los 4-tensores han sido aducidos en los 
Complementos II. Elios no son nccesarios para continuar la lectura del pre¬ 
sente libro, pero serin utiles con el fin de comprender mejor el material. 

4.3. Operaciones diferenciales. Hallcmos la regia de transformacidn rc- 


lativista del operador del gradiente En el sistema con raya 


3 _ dx k d 

dx r dx' 3x*‘ 


pero de acuerdo con (4.13) 


por lo que 


y 


x* = ape 1 ', 


dx k 

dx' 




a _ . a 

ax' 


(4.23) 


La relacidn obtenida coincide con la ley de transformacidn del vector cova- 

riantc (4.10), por lo tanto cl operador es un vector covariante. Su parte 

ox* 

espacial coincide con el operador tridimensional V, mientras que la tempo¬ 
ral es la derivada - s : 

dx u 


a 

3x* 


- GH- 


El operador contravariante del gradiente puede ser dcsignado como 
de acuerdo con (4.6), tiene el siguiente aspecto: 

dx k \3x 0 / 

con la particularidad de que x 0 = x°, x a = —x" (a = 1, 2, 3). 


(4.24) 


dx. 


(4.25) 
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Ahora son evidentes las siguientes afirmaciones: 

| vector covariante si ♦ es una funcibn escalar de 

dx‘ 

4-coordenadas. 


2 . —. —, correspondientemente 4-tensores de II rango mixto, 

dx t dx k dx* 

contravariante y covariante. 

3 . divergencia cuatridimensional, invariante de las trans- 
ax' dx l 

formaciones de Lorentz. 

4 rotor cuatridimensional. tensor de II rango antisimctrico. 

' dx* dx 1 


a 1 


dx k dx k 


C 2 at 2 


+ V 2 e □. 


(4.26) 


operador de d’Alembert, invariante de la transformacibn de Lorentz. La 
aplicacibn del operador de d'Alembert, a cierta magnitud no hace que varie 
la ley de transformacibn de ella; p. ej., □+ es un escalar, D/4,, es un vector 
covariante, etc. 

4.4. Velocidad y acelcracibn cuatridimensionalcs de una parlicula. La 

velocidad tridimensional de una particula v = ~ no es un 4-vector. Esto 

at 

sigue, por lo ntenos, de que la ley de transformacibn ( 2 . 8 ) de las magnitu¬ 
des y,, u , v. no coincide con (4.3) 6 (4.7). Pero la velocidad puede ser con 
facilidaa definida de nuevo de forma que se convierta en un 4-vector. Pre- 
viamente hallemos la relacibn entre cl tiempo propio de la particula r y el 
intervalo. Haciendo uso de la invariancia del intervalo podemos escribir: 


ds 1 = g lk dx'dx k = c^di 2 . (4.27) 


La primera igualdad es la definicibn de un pequeito intervalo en cl sistema 
S; la segunda, su valor en un sistema que acompafta instantdneamente a la 
particula, en el cual dx a = 0 (a = 1 , 2, 3) y dx° = cdr. De (4.27) halla- 


mos: 



de donde se desprende que dr es invariante, ya que ds y c tambien lo son. 
Por consiguiente, si determinamos la 4-velocidad por medio de las deriva- 
das de las coordenadas segun el tiempo propio 



(4.29) 


el conjunto de tales derivadas formar4 un 4-vector. Empleando la fbrmula 
(2.5) determinamos la relacibn entre la 4-velocidad y la velocidad tridimen- 
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sionai v: 

(tt^ 

de (4.30) hallamos: 




Vl- uVc* 


■)' 


(4.30) 


u,it = c 2 . (4.31) 

Como es natural, la 4-aceleracibn se determina mediante las segundas 
derivadas de las coordenadas segun el tiempo propio: 

, ePx 1 


dr 2 ‘ 


(4.32) 


Esta puedc ser expresada por la accleracibn tridimensional w y por la velo- 
cidad v. Diferenciando (4.31) por su tiempo propio obtenemos 

u, w' = 0, (4.33) 

cs decir, la 4-velocidad y 4-aceIeraci6n son pcrpendiculares entre si. 


§ 5. Acci6n para una particula libre. Energia t impulso 

5.1. Principio de la acci6n minima pBra una particula libre. La mecAni- 
ca de las particulas relativistas se construye con facilidad partiendo del 
principio dc la accibn minima. Semejante acceso permitc, desde un princi¬ 
pio, asegurar f&cilmente el fundamental requerimiento de la TER, es decir, 
la covarianza relativista de las ecuaciones de mecinica, lo que significa su 
anotacibn en forma tal que sea v&lida en todo sistema de referencia iner- 
cial. 

Como sabemos de la mecdnica cl&sica, la magnitud fundamental de la 
que se deducen las ecuaciones de movimiento, es la accibn S, o sea la in¬ 
tegral por el tiempo de la funcibn de Lagrange tomada a lo largo de la tra- 
yectoria de movimiento de la particula entre dos puntos fijados 1 y 2 : 

<n 

S = j Ldi. (5.1) 

<!| 

En los puntos’ I y 2 se prefijan las coordenadas de la particula y los momen- 
tos de tiempo cuando ella pasa por dichos puntos. La accibn es estacionaria 
en las trayectorias reales (fisicas), o sea, su primera variacibn se reduce a 
cero: 

6S = 0. (5.2) 

La funcibn de Lagrange para una particula libre no relativista tiene el as- 
pecto 
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Vamos a exigir que la accibn buscada para la particula libre relativista 
tenga las dos siguientes propiedades: a) invariancia relativista, lo que es ne- 
cesario para que se cumpla el principio de relatividad: igualdad de las leyes 
de mecanica en todos los sistemas inerciales; b) con u/c <s 1, la funcibn de 
Lagrange de una particula relativista debc convertirse en la expersibn (5.3), 
conocida en la mec&nica cldsica. 

El segundo requerimiento es un corolario del principio de correspon¬ 
dence. Este es uno de los principios generates de fisica que desempefia no- 
torio papel al confeccionar nuevas teorias fisicas. Dicho principio exige que 
las ecuaciones de cierta teoria general que conticne como caso particular 
una teoria deducida con anterioridad de car&cter mils estrecho, con las 
correspondientes condiciones se conviertan en las ecuaciones de la teoria 
particular. En nuestro caso, la mec&nica clasica es la teoria particular, en 
tanto que la teoria fisica general es la mec&nica relativista. Pero las 
ecuaciones de esta ultima se convierten a pcqueftas velocidades en las 
ecuaciones clbsicas, cuya validez en el 4mbito de su aplicacibn se confirma 
por la experiencla general de la humanidad. Con anterioridad, ya hicimos 
uso del principio de correspondencia cuando exigimos que para V/c < 1 
las transformaciones de Lorentz se convirtieron en las de Galileo. 

Rctornemos al problema de la accibn para la particula relativista. Al no 
acluar fuerzas o campos, la unica magnitud relativista invariante que ca- 
racteriza el movimiento de la particula del punto 1 al punto 2 del espacio- 
tiempo cuatridimensional es la longitud dc su linea universal entre los rcs- 
pectivos puntos. Por esto, cscribamos la accibn en la forma 

cn 

S = a j ds, (5.4) 

ti> 

donde a es una constante invariante. Con el fin de reducirla a la forma 

(5.1) pasemos a la integracibn por /, escribiendo ds = ^ dt. Pero de acuer- 

dt 

do con (4.28) y (2.5) 

$ = fVI - u*/c*. (5.5) 

at 

donde v(/) es la velocidad tridimensional de la particula. Asi, pues, la ac- 
ci 6 n toma el aspecto 

S = ac J VI - v 2 /c J dt, (5.6) 

id 

por consiguiente, segun (5.1), la funcibn de Lagrange 
L = acV'l - i4/c®. 
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El valor de la constante a se establece partiendo del principio de correspon- 
dencia: a v/c *S 1, lenemos 


L = 


ac — 


av 2 

2c' 


Comparando con (5.3) el miembro derecho que contiene v 2 , hallamos a — 
= -me, donde m es la masa de la particula. Con ello, en el limite relativis- 
ta obtenemos 


L 


, . mv 2 
- me- + 


(5.7) 


Aqui m, o sea, la masa de la pardcula relativista, incluso en reposo, es una 
magnitud invariante. En ocasiones, para esta masa se emplea en la literatu- 
ra la denominacibn “masa en reposo” a diferencia de la masa de la 
particula en movimiento dependiente de la velocidad (vbase el § 5.3). 

Recordemos que las funciones de Lagrange que se diferencian en la 
constante, son fisicamente equivalentes; por cso, la constante me 2 en (5.7) 
puede ser desechada y, de cstc modo, obtenemos la funcibn no relativista 
de Lagrange (5.31). En el caso general, la funcibn de Lagrange de una 
particula libre relativista tiene el aspecto 

L = —mcN\ - i/Vc 2 . (5.8) 

5.2. Energia e impulso de la particula libre. Del metodo lagrangiano en 
mecdnica, sabemos c6mo se expresa con la funcidn de Lagrange el impulso 
gcneralizado p y la energia tP. 


dL 

<<’= p ■ v — L. 

(5-9) 

Calculando estas magnitudes mediante la diferenciacibn de (5.8), hallamos 

n = 

mv 

(5.10) 

r 

<c= 

VI - y7/C 2 ’ 

me 2 


(5.11) 

VI - uVc* 

La ecuacibn de Lagrange 



d 

3 v dr 

(5.12) 

dt 


ya que L no depende de r se reduce a la igualdad ^ = 0, es decir, p = 

at 

= const. Esto es plenamente 16gico: tanto el impulso como la energia de la 
particula libre son integrales de movimiento. 

La comparacibn de las fbrmulas (5.10) y (5.11) para p y <?conducen a 
una titil relacibn entre el impulso, la velocidad y la energia de una particula 
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relativista: 


P = 


<f v 


(5.13) 


La f6rmula (4.30) que proporciona la definicibn de 4-velocidad, permi- 

te escribir rf = mu* (a = 1, 2, 3), — = mi/ 3 ; pero mU es un 4-vector, ya 

c 

que m es invariante. Asi, pues, la energia dividida por la velocidad de la luz 
y el impulso tridimensional de la particula forman el 4-vector energia — 
impulso: 

p> = mU = p'j . (5.14) 


El establecimicnto de este hecho permite transformar con facilidad la 
energia y el impulso de un sistema inercial a otro: 


Px a 


p' x + Vtf’/c 1 

4 1 - i^/c 1 


.p,=p;,p t =pi.<f= 


*' + p;v 

7i 


(5.15) 


Haciendo uso de la invariancia del cuadrado del 4-impulso hallamos la 
relaci6n entre la energia y el impulso dc la particula libre. Las expresiones 
del cuadrado del 4-impulso es igual en los sistemas S y S : 

»p.= (fy-p*- (t-) 1 -** (si6) 

Sea S ” el sistema en reposo de una particula en el que o' = 0. De acuer- 
docon (5.10), (5.11),p‘ = Oy <f ' = me 2 . De (5.16) obtenemos 

^ = c-’p 3 + mV*. (5.17) 

En un sistema de referenda inercial la energia de la particula expresada 
por un impulso coincide con la funcibn de Hamilton JPfp). Asi, pues, 

*T(p) = <<'(p) = VmV* + cifp. (5.18) 

Con cl fin de que (5.18) concuerde con (5.1 l)delante de la raiz se ha elegido 
el signo positivo. 

En la naturaleza hay particulas (p. ej., fotones, cuantos de luz, etc.)cu- 
ya masa en reposo es igual a cero. Pero estos, Io mismo que objetos con 
m * 0, poseen energia e impulso entre los que hay una ligaz6n expresada 
con la f6rmuia (5.17) para m = 0: 

<?*=cp. (5.19) 

De (5.11) sigue que tales particulas s61o pueden tener energia fmita si su ve¬ 
locidad o = c. Claro estb que la formula (5.19) es aproximadamente v41ida 
para cualquier particula con m * 0 si para ella p > me. Semejantes 
particulas reciben el nombre de ultrarrelativistas. Pero para m * 0 la velo¬ 
cidad u de la particula siempre es menor que c. Esto se desprende de (5.11): 
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para v — c la energia de la particula crece hasta el infinito, lo que 16gica- 
mente es imposible. 

5.3. Relacidn entre masa y energia. Examinemos cl limite relativista de 
las ecuaciones (5.10), (5.11). Suponiendo que v/c < 1 de (5.10) obtenemos 
p = mv, lo que con plenitud corresponde a la conocida expresidn para el 
impulso de una particula libre no reltivista. Durante la dcscomposicidn de 
(5.11) conservamos el termino que contienc vVc 2 y obtenemos 


= me 2 + 


mu 2 


(5.20) 


El segundo sumando es la energia cinfctica de la particula no relativista. En 
lo que atafle al primer sumando me 2 , 6ste es una constante. Como sabemos 
de la mecdnica cl&sica la energia total de una particula, se determina hasta 
la constante aditiva. Por esto, surge la pregunta: idebemos considerar la 
magnitud 

(5.21) 


como la “energia en reposo” de una particula inmbvil capaz de manifestar- 
se en diversos procesos fisicos o bicn csta magnitud es una constante no ob- 
servada y sin sentido fisico que puede anularse cambiando el comienzo de 
la lectura de la energia? Con el fin de hallar la respuesta, dirij&monos al ex- 
perimento. 

En los fendrnenos donde no varian las masas de las particulas y istas no 
sufren transformaciones, las constantes me 2 no juegan ningun papel, ya 
que las difcrencias de energia observadas en el experimento son las de las 
particulas no relativistas en reposo y en movimiento de las que las constan¬ 
tes dcsaparecen, Asi, p. ej., si sobre una particula en reposo comicnza a ac- 
tuar cierta fuerza que le comunica una velocidad v < c, la variacidn de la 
energia de la particula 




coincide con la conocida expresidn para la energia no relativista, y la cons- 
tante me 2 no se manifiesta de ninguna manera en semejante proccso. El 
rasgo caracteristico de tales procesos (no relativistas) es la conservacidn 
aproximada de la masa en reposo dc las particulas que en cllos participan. 

P. ej., al quemar el combustible corriente (quimico) segun la reaccidn 
del tipo 

C + Oj = COj + Q 

en un acto se desprende las energia Q en forma de energia cinStica de las mo- 
!6culas o bien fotones de un orden de varios electronvoltios (eV). Esto signifi- 
ca que la masa de las moteculas de C0 2 es menor que la suma de las ma¬ 
sas deCyO; en una magnitud de un orden Am = Q/c 2 . La energia en re¬ 
poso de la moldcula C0 2 constituye = me 2 ~ 4 • 10® eV; asi; pues, la 
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variaci6n relativa de la masa en reposo A m/m ~ 10 - '\ es decir, esta mag- 
nitud se conserva con enorme exactitud. Por esta raz6n, al estudiar los fe- 
n6menos en los que participan particulas no relativistas (transformaciones 
quimicas, mecanica no relativista de los medios continuos, etc.) la conser¬ 
vation de la masa en reposo de las particulas participantes en semejantes 
procesos se considera como una ley exacta de la naturaleza. 

En las reacciones nucleares la variaci6n relativa de la masa es mucho 
mayor. P. ej., en la reacci6n 

2 H + 3 H = 4 He + n + Q, 

que desempefia notorio papel en el problema de la sintesis termonuclear 
controlada, al nucleo de heiio J He (particula or) y al neutr6n se les comuni- 
ca una energia cinetica Q = 17,6 MeV. La variaci6n relativa de la masa 
A m/m es aqul de un orden de 3-10” J . 

Pero en la naturaleza, tambiOn transcurren tales procesos en los que 
A m/m alcanza decenas de tanto por ciento e incluso puede ser A m/m = 1, 
o sea, las particulas cuya masa en reposo difiere de cero se transforman en 
particulas sin masa. Un ejemplo pueden ser las transformaciones de los pa¬ 
res electr6n-positr6n o bien de muones en fotones de alta energia, o sea, 
cuantos -y: 

e + + e- - 2y, n* + tL~ - 2y. 

De cste modo, en el caso general de los procesos relativistas la masa en re¬ 
poso de las particulas (y, por lo tanto, de los cuerpos macrosc6picos) no sc 
conserva. 

En todos los procesos enumerados, una u otra parte de la energia en re¬ 
poso de las particulas iniciales A^ = A me 2 se convirtid en la energia cineti¬ 
ca de las particulas formadas (incluidos los fotones) y, por su intermedio, 
en otros tipos de energia. Esto quiere decir, que la energia en reposo dj = 
= me 2 es tambifen una rcalidad flsica como lo son otros tipos de energia. 
Todo cuerpo inm6vil de masa m contiene una energia = me 2 . Haciendo 
uso de (5.11) esta ultima fbrmuia puede ser generalizada para el caso de un 
cuerpo en movimiento, escribiendo 

<F= m.c 2 , (5.22) 


donde 



(5.23) 


es la masa total o bien la masa que depende de la velocidad. Con semejante 
generalizacidn cada sistema de particulas, en movimiento o en reposo, si 
tiene una energia total ^ tambien tendril una masa equivalente a ella 



(5.24) 
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La masa determinada de este modo puede ser adjudicada a cualquier obje- 
to. Es equivalente a la energia, pero de ella s61o se diferencia por el factor 
universal c 2 . Pero en adelante vamos a llamar en nuestro libro masa s61o a 
la magnitud invariante m, o sea, a la masa en reposo. La energia rf recibe 
con frecuencia el nombre de “total” a diferencia de la energia “cindtica” 
T = <?- me 2 (5.25) 

que no contiene la energia en reposo. 

§ 6. Cinematics de las particulas relativistas 

Una informaci6n util y diversa sobre los procesos de colisidn y desin- 
tegracidn de las particulas, puede ser obtenida s61o partiendo de las leyes 
de la conservacidn de la energia y el impulse sin prefijar en forma explicita 
las interacciones entre las particulas. Lo mismo que en mec&nica cldsica, en 
la relativista, la energia y el impulso son integrales del movimiento: recor- 
demos que la conservacidn del impulso estd relacionada con la homoge- 
neidad del espacio y la conservacidn de la energia, con la homogeneidad del 
tiempo. Como las indicadas propiedades de simetria del espacio-tiempo en 
la TER se cumplcn como mecdnica dfisica, las leyes de la conservacidn de 
la energia y el impulso tambidn tienen lugar en la mecSnica relativista. 

El problema cinem&tico general puede formularse del siguiente modo. 
Sea que tenemos varias particulas a, b, .... que al principio estaban aleja- 
das entre si a considerables distancias, por lo que no se encontraban en in- 
teraccidn; en este estado inicial los 4-impulsos de esas particulas serdn dc- 
signados por p‘ a ,p' b , .... respectivamente (/ = 0. I, 2, 3). Seguidamente, su- 
pongamos que durante su movimiento las particulas se aproximan y entran 
cn interaccidn. Al resolver problemas cinemdticos el carftcter de sus inter- 
accioncs no desempefla notorio papel y puede ser muy diverso: es posible 
que sean colisiones eldsticas para las que el numero de las particulas y sus 
tipos quedan invariables o bien desintegraciones y colisiones ineldsticas 
cuando pueden variar cl numero de las particulas, sus tipos y estado inter- 
no. Este proceso de interaccidn nos permitimos escribirlo simbdlicamente 
en la forma 

a + b + ... — m + n + ... 

Considerando que en el estado final las particulas m, n,... se hallan de 
nuevo a considerables distancias entre si, tienen 4-impulsos/^, [f n . ... y no 
est4n en interaccidn, podemos escribir la ley de la conservacidn del 
4-impulso de todo el sistema de la igualdad de la suma de los 4-impulsos de 
todas las particulas antes y despuds de la interaccidn: 

f*a + A + - = + P*n + - 

Estas igualdades se cumplen en cualquier sistema de referencia inertial. 
Tambien es conveniente recordar que el cuadrado de todo 4-impulso es in- 
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variante y, por lo tanto, tiene igual valor en todos los sistemas de referenda 
inerdales. 

En este par&grafo examinaremos problemas cinem&ticos tipicos. Elios 
permitirin que el lector asimile con mayor rapidez las fdrmulas de la mecd- 
nica relativista* 1 . Ademis, estos problemas son de interfcs de por si. En to- 
das las fbrmulas aducidas m4s adelante elegimos un sistema de unidades en 
el que c = 1. En particular, en dicho sistema las unidades de masa y energia 
coinciden. 


6.1. OesiiUegracl6n de Us particulas. 

Problems. La partlcula de masa M se desintegra en dos partlculas de masas m,. m,. 
Hallar ta energia de los productos de la desintegraciOn en el sistema en reposo de la particula 
que se desintegra. 

Solucidn. Partimos de la ley de la conservation del 4-impulso escrita en el sistema en re¬ 
poso de la particula initial.' 

p ‘o = ^10 + Pk- < 61 > 

donde P‘ 0 , p\ 0 , p'^ son los 4-impulsos de las particulas initial y formadas: P‘ = (M, 0). p[ 0 = 
= (d| 0 .P,o) p'jo = En la anotacidn tridimensional (6.l)es cquiv Jente a las leyesde 

la conservation de la energia y del impulso tridimensional: 

M “ + <*» 0 = Pto + Pio- < 62 > 

Como if IB £ m,, > m w , de la prlmera igualdad obtenemos la condition neccsaria para la 

desintcgraciAn cspontAnca (sin comunicar energia del exterior) de la particula: 

Af>m,+ mj. (6.3) 

Desputs de sencillas transformationes de (6.2). haciendo uso de (5.16), obtenemos 

4o + 

de donde 


M 1 + nij - ml 


2 M 


_ M 2 - 

2 M ' 


(6.4) 


Las energlas d| 0 , <^j son tambiin fAciles de calcular en el sistema del laboratorio, respccto del 
cual la particula initial cstA en movimiento a vdocidad V. Para ello, hay que prefijar cl Angulo 
p w y Py emplcar la Mrmula (5.13). 
energttico de la reaction. 

Problems. La particula de masa m, choca con la particula en reposo de masa m 2 . Como 
resultado se forman varias partlculas de una masa sumaria M > m, + m r Cuando la 
particula que choca tiene pequeha energia cintiica, la reacciOn estA prohibida por la ley de la 
conservation de la energia. Hallen la energia cinttica minima T, ^ de la particula que choca, 
con la que la reaction es posibtc desde el punto de vista cnergetico. 

Solucidn. El valor de T { ^ se deterraina partiendo de la condition de que las particulas 
formadas cstAn en reposo en cl centro de masas (en cl sistema del laboratorio las partlculas no 
pueden estar en reposo, ya que esto contradiria la ley de la conservation del impulso). Por 
consiguiente, en e! sistema del ccntro de masas el 4-impulso total despuis de la reaction P B = 
= (A/, 0). Antes de la reaction, en este mismo sistema, el 4-impulso es P g con la particular!- 


8 0 entrep = - 
6.2. Umbra) 


•1 Una considerable canlidad de problemas para entrenarse, encontrarA el lector en el 
compendio [16]. 
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dad de que P‘ 0 = P ' a ‘. Pero como P^Pg, es un invariante, podemos escribir 


r = Vo = ' , '^o. 


(6.5) 


donde P‘ = (<f‘ + m 2 , P lmin ) es el 4-impulso toial en d sistema de laboralorio anles de la 

reacciOn. Poniendo en (6.5) los valores de los 4-imputsos, tendremos 




de donde, con ayuda de las igualdades T lwkl = - m, y - p lmln = mj. obtene- 

mos 


7*. = 


_ M 1 - (m, + m 2 f 

2m, 


(6.6) 


6.3. CinetnAtica de las reacdones de dos particulas. Reciben el nombre de reacciones de 
dos particulas las transformaciones de las particulas dementales que transcurren por cl es- 
quema 

a + 6 — c +• d. 


cuando durante la Interacci6n de dos particulas a y b. Astas se convierten en otras dos 
particulas c y d. Un caso particular de semejante proceso es la dispersion elAstica con la que las 
masas de las particulas no varian. pero cambian las energias y las direcciones de movimiento, 
Por regia, toda reacciOn dcbe ser considcrada en dos sistemas de referenda: del laboralorio 
(1.) y del sistema del centro de inercta (C). En el sistema C es cOmodo rcalizar el anAlisis teOri- 
co de las interacciones de las particulas; en el sistema L se hacen experimentos reales. 

Todas las correlaciones dncmAlicas, a las que satisfacen las reacciones de dos particulas, 
sc deducen de la ley de la conservation del 4-impulso 

t + 4 («- 7 ) 

que es vHilda en cualquier sistema de referenda y de la invariancia del cuadrado del 4-impulso. 
Difcrentes magnitudes cinemAticas (energias de las particulas antes y despufcs de la reaction, 
impulsos, Angulos de su dcsviaciOn, etc.) que es cOmodo expresar por los parAmetros invarian- 
les 

s- (^, + 3>'a)(P a , + />„,), 

I = <JS.~ P>*P CI ~ P a )- (6-8) 

" = (/£ - fylPa, ~ P«>. 

donde s, I, u son invariantes relativistas, ya que ellas representan los cuadrados de los 
4-impulsos. Estas magnitudes cstAn ligadas mediante la relaciOn que se desprcnde de (6.7): 

,r+r + ir = mj|-fmj + mj + mj, (6.9) 

donde el cuadrado de la masa de cada una de las particulas coincide con el cuadrado del 
4-impulso: 

= ?aPai' ac - 

De forma que de los tres parimetros en (6.8) sOlo dos son independientes. 

El parAmetro .1 es cl cuadrado del 4-impulso total de las particulas en el estado inicial. Si 
en el sistema L una de las particulas estA inicialmente en reposo, s se expresa mediante la 
energia de la partlcula que choca (vAase (6.15)). Siendo elAstica la dispersi&n, cl parAmelro I 
(cuando la partlcula c coincide con a) es el cuadrado del 4-impulso transmitido por la partlcula 
b al producirse la dispersi6n. Cuando el choquc es inelAstico la magnilud r es la generalization 
relativista del impulso transmitido. Este parAmetro se expresa por el Angulo de dispersion, 
(vtase (6.14)). El parAmetro u tambiAn es cl cuadrado del impulso transmitido de la partlcula o 
a la d. 
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Para empezar, expresemos ias energias de las particulas en cl sistema C por el pardmetro 
s. Para ello, cscribamos la determinaci6n dc s por d 4-impulso en el sistema C: 

Pio + /4 = <‘So + < 3 4o'®>- p’a + p'i »-<«£*+ 

Las panes espaciales de estos 4-impulsos se reducen a cero, ya que por defmicibn del sistema 
C. P M - -P M y Prf, = -Prfo- Luego "nemos: 

' - C<Co + 'So ) 2 = <«&> + ■£>>*• «■' l0 > 

Resolviendo las igualdades (6.10) respecto de los impulsos, obtenemos 


, _j X(s, m 2 . m 2 ) _j _j 

fSo-A- - 4, -• P^-P^o - - -• 


(6.11) 


donde la magnitud 

Xl*,y,j) = ** +/ + i 1 - 2xy - 2*i - lyz (6.12) 

recibe el nombre de "funciin cinemitica”. Ahora ya es fAcil hallar la cnergla 
= ^<4 +mj, etc.: 


„ _ ^ — "i s. _4 + /nJ-inJ 

*°-2^ '** 




z/7 

s + - rrij 


(6.13) 


ci6n 


^ 2Vj " 2VJ 

El coscno del Sngulo emrep^yp^se expresa con dos invarianlessy /medlantela rela- 
/ - m 2 + m 2 + 2p o0 p ffl cos 9 0 - 2«£ 0 <&. 

obtenida sustituyendo en (6.8) los 4-impulsos determinados en el sistema C. Expresando los 
valores absolutos de los impulsos y las energias con ayuda de (6.11), (6.13), tendremos 


s 2 + s(2/ - m] — m 2 - rr? c - m 2 ) + (mj - rrfyfrtij - m 2 ) 
0 " X l,2 (s t mj. m^X^d. mj. m 2 ) 


(6.14) 


Ahora. por los invariantes cinemiticos, expresemos las energias y los impulsos de las 
particulas en el sistema L. Supongamos que en dicho sistema, antes de la colisidn, las 
paniculas estaban en reposo. Sustituyendo en la fbrmula (6.8), que determlna cl Invariantes, 
los variables p' a = <-f, p„) y p‘ b - (m„, 0), hallamos 

(6.15) 


s-n% + ml+ 2<£m ft . 


de donde 


° 2m k 


(6.16) 


En la determinacibn dc /, de acucrdo con (6.7), sustituimos la difcrcncia //. — p‘ L por p^ — pj, 
Obtenemos la relaci6n 

1 = "i + "i - 

de la que determinamos la cnergla de la partlcula d en el sistema dd laboratorio: 

6 . ... "i + pj-r 
* 2 


(6.17) 
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(6.18) 


Por fin, de la ley de la conservacidn de la energla hallamos 


r — n? - nr; 


2m, 


- = —— (mj + <*■' - ")- 


2m, 


Ahora, con ayudade (5.16), es f&cil calcularp c yp i) . En el sislema del laboratory el Sngulo 0 M 
se calcula por el mismo procedimiento que el cos 8 0 . Aqui no aducimos las formulas. 


Apliquemos las relaciones obtenidas para la dispersidn distica de dos partlculas. Con cs- 


to, 


m , - m „ - m t- x < s ' - »£>. 

2- nfr 


mj + + 2m 6 (C 


(1 - cosd 


(6.19) 


Por medio de (6.17), (6.18) y (6.19) hallamos la energla de las particulas en el sislema L dcs- 
puts de la dispersi6n como funciOn de -f y del dngulo de dispersion en el sistema C: 




( 6 . 20 ) 

( 6 . 21 ) 


para 6 0 = 0 no hay transmisifln de energia. tcmendo la maxima para #„ = r. 

6.4. Transformation del volumcn de fase y dc la funcidn de distribu¬ 
tion. A1 considerar sistcmas constituidos por gran numero dc particulas re- 
lativistas (haz de particulas de un acelerador, rayos cOsmicos — gas de 
particulas relativistas, etc.), por regia, sc introducen funciones que caracte- 
rizan la distribution de las particulas por los impulsos y en el espacio (fun- 
ci6n de distribution). Para muchos fines, es preciso conocer cOmo sc trans- 
forman tales funciones al pasar a otro sistema inertial. Vamos a estudiar 
tres tipos de funciones de distribution: por los impulsos, coordcnadas y en 
el espacio de fase. 

Detcrminamos la funciOn de distribution por los impulsos/(p) del mo- 
do siguiente: el producto f(p) por el elemento de volumen d 3 p = p 2 dpdVl p 
del espacio de impulsos tridimensional es igual al numero dN de particulas 
en el sistema, cuyos impulsos estAn dirigidos al interior del Angulo s61ido 
<Kl p y sus valores absolutos estAn situados entre p y p + dp, es decir, 

dN = f(p)d 3 p. (6.22) 


La integration de (6.22) por todos los valores de los impulsos proporciona 
el numero completo N de particulas en el sistema. En ocasiones, en lugar de 

f(p) se considera la magnitud tv(p) = —/(p) normada por la unidad. 

La ley de transformation f(p) va a ser establecida del evidente hecho 
que tanto el numero total de particulas N, como su pequefta parte dN son 
invariantes iguales en todos los sistemas inerciales: 

dN = f(p)d 3 p =f\p )d 3 p ' = inv. (6.23) 
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De aqui 


/'(p')=/</>: 


d 3 p 

d 3 p 


(6.24) 


donde todas las magnitudes en el segundo miembro de la igualdad deben 
scr expresadas por p' con ayuda de las formulas de transformacidn. 

Calculemos la razdn ^ p haciendo uso de las proyecciones cartesianas 
d 3 p 

del impulse y de las fdrmulas (5.15). Tenemos 

dp x = 7 (dp; + = 7 (l + jg-r) dp/. 


Pero 


por lo que 


d£_ 

d Pr' 


<?p; 

<r ' 


d P , = ^Uf + v Px id P ; = -L d P ;-. 


las proyecciones transversales del impulso, no varian: dp y 

= d P ;. 

De aqui 


dp;, dp z = 


d 3 p = dp x dp y dp z 


d 3 p ' 


o bien 

<Pp _ d 3 p' 

<f IT' 


(6.25) 


Sustituyendo (6.25) cn (6.24) y expresando <f y p las magnitudes con raya, 
tendremos 

f\p ') = 7 (> + ^)/( 7 ( p ; + v<r/<?),p;,p;). ( 6 . 26 ) 

Ahora hallemos la ley de transformacidn de la funcidn de distribucidn 
en el espacio de impulsos/(r,p) que se determina de la manera siguiente: el 
numcro de particulas dN en el volumen d 3 x del espacio de coor'denadas y 
en el volumen d 3 p del espacio de impulsos sc expresa en la forma 

dN = /(r, p)d 3 xd 3 p. (6.27) 

De acuerdo con (2.2) 

d 3 x = ^-d 3 x\ (6.28) 

7 
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donde y es el factor relativista. Pero corao - 


r? 


que d 3 p 


<v) 


— de (6.25) se desprende 
7 


d 3 p De este modo, el volumen de fase 


Por lo tanto, 


d 3 xd 3 p = d 3 x d 3 p' — inv. 
/>'./»') = f(r,p) 


(6.29) 

(6.30) 


tambien es invariantc. 

Nos queda hallar la ley de transformacion de la funcibn de distribucibn 
por las coordenadas, es decir, la concentracibn de particulas 

n(r) = j f(r,p)d 3 p. (6.31) 

Resulta que para esto hay que considerarla en conjunto con el vector de 
densidad del flujo de particulas 

j(r) = J v/(r, p)d 3 p, (6.32) 

ya que las indicadas magnitudes se transforman una por otra. Esto lo harc- 
mos en el § 13. 


Capitulo II. Teoria especial de la relatividad y fendmenos 
elect romagn 6ticos 

§ 7. Interacci6n entre las particulas 
cargadas y el campo electromagn£tico 

7.1. Interacci6n en la teoria de la relatividad. Carga eltclrica y campo 
electromagnbtico. La interaccibn de las particulas en la teoria de la relativi¬ 
dad se distingue notoriamente de las interaccioncs consideradas en la mecd- 
nica clasica. En 6sta se hace uso con amplitud de la nocibn de energia po- 
tencial. En el caso de dos puntos materiales su energia potencial depende de 
la diferencia de coordenadas, es decir, C/(r,(/) — r 2 (/))- La concepcibn de 
energia potencial supone: a) que la interaccibn se transmite a velocidad in- 
finita; b) que las particulas estfin en interaccibn a distancia, sin ningun 
agente intermedio que transmita la interaccibn (semejante cuadro 
denominase “orden de largo alcance”). 

El caricter finito de la velocidad de propagacibn de las interacciones 
hace que el cuadro descrito con anterioridad varie de manera radical. El 
cambio de la posicibn de la particula 1 hace variar la fuerza aplicada sobre 
la particula 2, pero esta variacibn sblo alcanzard a esta ultima despubs del 
tiempo finito r = r tl /u, u ^ c es la velocidad de propagacibn de la interac¬ 
cibn, lo que quiere decir que las particulas en interaccibn deben crear en el 
espacio circundante un campo de fuerzas por el que se transmite la interac¬ 
cibn. La variacibn de las coordenadas y las velocidades de las particulas 
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crean perturbaciones del campo cuya propagacibn transcurre a velocidad 
finita. La particula que consideramos sentirA dichas variaciones en el esta- 
do de otras particulas por el cambio del campo en el punto donde ella se en- 
cuentra (“orden de corto alcance”). De este modo, la concepci6n del cam- 
po se desprende inevitablemente de las exigencias de la teoria de la relativi- 
dad. Si en la mecAnica clAsica “el campo” s61o podia desempeflar el papel 
de una nocibn matemAtica auxiliar, la leorla de la relatividad examina el 
campo como “una realidad fisica que nos han dado por intermedio de las 
sensaciones” (con ayuda de los correspondientes instrumentos), es decir, 
como una de las formas de la materia. El campo no es menos material que 
la particula. 

En el presente libro s6lo vamos a estudiar un tipo de campo, el electro- 
magnetico. La interaction de las particulas con el campo electromAgnetico, 
asi como la propia generacibn (creacibn) del campo estAn condicionadas 
por una importante propiedad de las particulas elementales llamada cargo 
etectrica. Esta es una de las principales caracteristicas de las particulas cle- 
mentalcs a la par con magnitudes tan fundamentalcs como la masa, el espin 
(momento de impulso interno) y algunas otras estudiadas en la teoria cuAn- 
tica. El concepto de carga elbctrica serA considerado como nocibn elemen¬ 
tal que no requiere ninguna otra definicibn. 

La interaccibn entre las cargas es el hecho mAs sencillo y, al mismo 
tiempo, fundamental que permite rcvelar la propia existencia de la carga 
elect rica y caracterizarla desde el punto de vista cuantitativo. La prActica 
establcce que las fuerzas de interaccibn en cuerpos cargados inmbvilcs de 
pequeflas dimensiones ubicados en el vacio, estAn subordinadas a la ley 

< 7 » 

'll r \i 

(ley de Coulomb). Esta igualdad tambien es justa tomando en considera- 
cibn los signos de las cargas e,, e 2 . 

La dependencia de la distancia puede ser comprobada cambiando la 
distancia y variando, con ello, las fuerzas de interaccibn. La dependencia 
entre la fuerza ye,, e 2 puede ser establecida si tomamos varias cargas, no 
menos de cuatro. Vamos a ubicarlas a pares en los mismos puntos 1 y 2 del 
espacio, alejando las demAs cargas “al infinito”. Entonces, si (7.1) es justa 



con lo que la ley de Coulomb puede comprobarse mediante cuatro medi- 
ciones independientes (con una precision salvo cl factor constante determi- 
nado por la eleccibn del sistema de unidades). 

Entre las particulas elementales mAs difundidas a condiciones ordina- 
rias, el electrbn tiene carga negativa (convencionalmente) e = — e 0 y el pro- 
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t6n carga positiva e = +e 0 ; el valor numbrico de la carga elemental e 0 = 
= 4,8 10-‘ 0 unid. CGS = 1,6-10- 19 C. 

A cada particula elemental corresponde su antiparticula, cuya carga es 
igual en valor absolute a la de la particula, pero de signo contrario. Algu- 
nas particulas elementales (los neutrones, neutrino, mesones neutrales) no 
tienen carga elbctrica, pero los neutrones (y antineutrones) tienen momento 
magnbtico. Es curioso que la carga electrica de todas las particulas “ele¬ 
mentales” por su magnitud absoluta es igual a la carga elemental o bien a 
cero* 1 . 

7.2. Accibn de las particulas ubicadas en el campo elect romagnbtlco. 
Potcncial cuatridimcnsional. Para la descripcibn cuantitativa de los proce- 
sos de interaccibn entre las particulas cargadas y el campo electromagnbti- 
co sobre la base del formalismo lagrangiano, del que ya hicimos uso en el 
cap. I al considerar las particulas libres, hay que postular el tipo de accibn. 
Escribamos la accibn para una particula con carga e situada en el campo 
electromagnetico prefijado (o sea, que no depende del movimiento de la 
particula que consideramos) en la forma 

S = S P«n + S mO (7.3) 

donde 

O) 

s »n = ~mc\ds (7.4) 

t» 

es la accibn (5.4) de la particula libre, S im , el sumando que describe la intcr- 
accibn entre la particula y el campo electromagn&tico. La accibn S inl debt- 
satisfaccr las siguientes evidentes propiedades: a) con cl fin de que se 
cumpla el principio de la relatividad, debe ser un invariante relativista; b) 
contcner (en forma de un producto) las magnitudes referentes a la 
particula, es decir, su carga e y las magnitudes que describen el campo, ya 
que las particulas que no tienen carga no entran en interaccibn con el cam¬ 
po electromagnbtico*’. 

Postulemos la interaccibn de la forma 
o> 

Si„ t = -~ c j (7.5) 

to 

donde la integral se toma a lo largo de la linea universal de la particula que 
pasa por los puntos 1 y 2, Ajj = 0, 1,2, 3) son funciones reales de las coor- 
denadas y el tiempo que describen el campo electromagn&tico y forman un 

*’ En ta composia6n de las particulas elementales de los hadrones entran los guarks, que 
sc gun los dalos contcmpordneos pueden lener cargas ddctricas quebradas. 

•* Aqui no vamos a examinar el caso cuando la particula neutral liene momento magniti- 
co. 
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4-vector covariante; el factor -- se ha separado para mayor comodidad. 

c 

Asi, pues, para la descripci6n del campo elect romagnetico hemos introdu- 
cido el 4-vector A t llamado potencial cuatridimensional. La interaccibn 
(7.5) satisface las condiciones a) y b) formuladas mbs arriba, pero con ellas 
no se define de modo univoco. No obstante, veremos que la expresibn (7.3) 
y los corolarios que de ella se desprenden estarbn en plena concordancia 
con multiples datos experimentales acerca de las interacciones de las 
particulas con el campo magnttico, lo que, en fin de cuentas, es el funda¬ 
mental argumento a favor de la eleccibn de la interaccibn (7.5). 


§ 8. Ecuaciones de movimiento dc una particula relativism 
en el campo electromagnetico. Intensidad del campo 
8.1. Funcibn de l.agrange y ecuaciones de movimiento. La acci6n dc la 
forma postulada en el parbgrafo anterior nos permite escribir la ecuacibn 
de movimiento de la particula cargada. Aqui obtendremos la ecuacibn re- 
querida en la forma mbs prbxima a la newtoniana. Partiendo de (7.3) — 
(7.5): 

(2) 

S = j(-mcc/s - *-4,<i»r'), (8.1) 

in 

donde la integracibn se realiza a lo largo de la linea universal de la particula 
sobre los puntos fijados 1 y 2 en el 4-espacio, x‘, son las coordcnadas 
cuatridimensionalcs de un sistema de referencia inercial tornado al azar. 
Como ds y A^x' son invariantes relativistas, S tambicn es invariante, por 
lo que la ecuacibn de movimiento obtenida partiendo de una accibn relati- 
vistamente invariante Serb vblida en cualquier sistema inercial. 

Para reducir (8.1) a la forma ordinaria (5.1) pasemos a la integracibn 
por t escribiendo previamente A t = (y>, --4) y Ajdx 1 = opdt — A dr; 

u> 

s= - ev + i A ‘%) d '- (82) 

O) 


Aqui, v(r, t) y A(r, t ) reciben el nombre de potenciales escalar y vectorial 
del campo electromagnfetico (su conjunto forma el 4-potencial). Mbs ade- 

lante. — = v es la velocidad tridimensional de la particula, expresamos — 
dt 

de acuerdo con (5.5) y, de este modo 



at 


— — + - v • A — e<p)dt. 
c 2 c / 


(8.3) 
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Asi queda determinada la funcidn de Lagrange para la particula cargada 

L(r, v, t) = —me 2 ~ p + * v ■ A (r, /) — e<p(r, r). (8.4) 

El hecho indicado rods arriba, segun el cual las particulas s61o pueden estar 
en interaction por medio del campo, permite generalizar con facilidad (8.4) 
para un sistema de particulas en interaction: 

i - - £ J 1 ~ I + Z c v « ° - Z eMr °’ (8 - 5) 

a a a 

Con esto, por /I (r a , /), c^(r a , /) hay que entender los potenciales creados por 
loscuerpos externos y por todas las particulas, salvo la o-6sima en el punto 
donde esta se encuentra. A1 pasar al limite no relativista s61o varla el pri¬ 
mer sumando. Dcspufes de transformar el radical, como hicimos en el § 5, 
dcsechando en la funciOn de Lagrange el sumando constante £ m 0 c 2 , obte- 
nemos 

*-„0 ,C. = £ fT* + H V " ‘ ^ 0 ~ e ° Ara ' 0 ) • (8 6) 

a 

La ecuaciOn de movimiento en forma lagrangiana tiene cl aspecto 
(5.12). Calculemos las derivadas que en ella entran (para una particula) 


_ wv e , 

3v VI — 1 4/c 2 c 

dL 


(8.7) 


Como sabemos, la derivada —- = P lleva el nombre de impulso gcneraliza- 
dv 


do. Segun (8.7) este ultimo no coincide con el impulso p (5.10) de la 
particula libre; 


P = p + -A(r,l). 

A continuaci6n, calculamos la derivada segun el tiempo 

± d _k = ?E + i( d A + (v .v)A) 

dt dv dt c\dt / 


(8.8) 

(8.9) 


y la derivada segun las coordenadas 

— = - V(v-/4) - eVv>. 
dr c 


En la ultima igualdad es cOmodo hacer uso de la identidad vectorial dife- 
rencial 


v X [V X A) = V(y A) - (v-V)/4, 
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cn la cual hemos tenido en cuenta que el operador de derivaci6n V no influ- 
ye sobre el vector v. Como resultado 

^ = -vx[Vx^] - -(v-V)/4 - eV,p, 
or c c 

mientras que la ecuaci6n de movimiento se escribe en la forma 

* = e (~iir- Vv ) + -c yXTOt A- < 810 > 

8.2. Fuerza de Lorentz. Intensidad del campo electromagnbtico. Por 
definicibn, la magnitud en el segundo miembro de la igualdad es la fuerza 
que actua sobre la particula cargada: 

f= c ('-‘^-7^+-vxrotX. (8.11) 

Comparemos esta exprcsi6n con la de la fuerza de Lorentz conocida dc la 
practica: 

f=e£t?vx//, (8.12) 

Aqui, E y H son los vectores que caracterizan el campo electromagnbtico. 
Elios reciben, respectivamente, el nombre de intensidad de los campos 
eiictrico y magnitico. La fuerza de Lorentz (8.12) ha dc scr considerada 
como un hecho experimental fundamental. La expresibn (8.12) para la 
fuerza de Lorentz es una de las mbs bellas fbrmulas de fisica clbsica. Pro¬ 
duce profunda impresibn por su sencillez y generalidad: cualquicr particula 
cargada, en movimiento a una velocidad arbitraria, estarb sometida en el 
campo electromagnbtico a la fuerza (8.12). A diferencia de otras muchas 
fbrmulas demecanica relativista(p. ej., (5.10), (5.11)) que contienen cl fac¬ 
tor relativista (1 — u 2 /c 2 ) l/2 , la fuerza de Lorentz es lineal por v. Tambiin 
lo es por E y H. 

La fuerza de Lorentz desempefia importante papel en electrodinbmica 
clbsica, ya que en todas las posibles situaciones describe la accibn del cam¬ 
po electromagnbtico sobre la particula cargada. Permite convertir la medi- 
ci6n de las intensidades del campo electromagnbtico E y H en la medicibn 
de las magnitudes mecbnicas F y v (asi como la carga e para la determina- 
ci6n de la cual en el § 7 fueron expuestos los procedimientos). Con ello, la 
intensidad E es determinada por la fuerza que actua sobre una particula in- 
mbvil de prueba (v = 0) con la carga e\ la intensidad H, por medio de una 
fuerza adicional que actua sobre la particula en movimiento. 

La comparacibn de (8.11) con (8.12) permite ligar el 4-potencial intro- 
ducido con anterioridad con las intensidades del campo electromagnbtico: 

grades, H = rolA. (8.13) 

c dt 
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Como A es un vector tridimensional polar y <p, escalar, Ey H durante la ro- 
taciAn en el espacio tridimensional se transforman del mismo modo segun 
la ley de transformacidn de los vectores, pero al reflejar los ejes de coorde- 
nadas (transformacidn r' — r) E y H se comportan de forma diferente; 
el vector E, lo mismo que r, cambia su signo por el opuesto, mientras que el 
vector H no varla su signo. Por esta razon, H se denomina seudovector o 
bien axial, a diferencia de E que es un vector real o polar. 

En el ejemplo de la medicidn de H por medio de la fuerza de Lorentz 
podemos cerciorarnos una vez mAs del carActcr de seudovector de la inten- 

sidad H del canipo magnetico: aunque la fuerza F m = * v x H ha sido de- 

terminada plenamente de modo unlvoco, el signo de H es convencional y 
depende de la determinacidn del producto vectorial. Si nos ponemos de 
acuerdo en entender por y, H y v x H no una terna derecha sino izquierda 
de vectores, el signo de H se sustituirA por el opuesto. Esta es una singulari- 
dad caracteristica de los vectores axiales: estA determinado s61o el eje, pero 
no su sentido (vAase el Complemento 1.6). Semejante indeterminacidn no 
es propia de la intensidad del campo elActrico E: con la fuerza F r = eE me- 
dida y la carga e conocida, su sentido se determina de forma unica. 

8.3. TransformaciAn gradiental de potendales. En (8.13) vemos que a 
iguales intensidades del campo electromagnAtico E, H correspondc una ex- 
tensa clase de potenciales clectromagnAticos. En cfccto, el potencial vecto¬ 
rial 

A = A + grad x. (8.14) 

donde x(r, () es una funcidn escalar diferenciable arbitraria que no intro¬ 
duce variaciones del vector magnetico: H = rot^ = rot A — H, ya que 
rot V* = 0 es identico con toda x- Con el fin de que con semejante trans- 
formacidn tampoco varie el vector E tambien hay que transformar el po¬ 
tencial escalar: 



Asi, pues, las intensidades del campo E, H son invariantes con relacidn a 
las transformaciones de los potenciales (8.14), (8.15) que rcciben el nombre 
de transformaciones gradientales o bien de calibracidn. De la invariancia 
de calibracidn de la teoria electromagnAtica se desprenden profundos coro- 
larios de los cuales algunos serAn expuestos en el cap. III. 

La transformacidn gradiental puede ser escrita con facilidad en 4-forma 

A ‘ = A ‘~ ft?’ (8,6) 

donde x(x°, x l , x 2 , x 3 ) es un 4-escalar diferenciable arbitrario. 

Las magnitudes observables en electrodinAmica clAsica son las intensi¬ 
dades Ey H, los potenciales actuan como funciones auxiliares de los que se 
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obticnen E, H diferenciando por las fbrmulas (8.13). A pesar de que los po- 
tenciales no son magnitudes fundamentales, ellos juegan importante papel 
en electrodin&mica. Permilen reducir el numero de funciones incognitas de 
seis ( E , H) a cuatro (A, p). Como demostramos mbs arriba, es imposible 
formular el principio variacional sin los potenciales. Particular importan- 
cia adquieren los potenciales electromagnbticos en la meciuiica cuantica, 
asi como al efectuar la descripcion cuantomecanica del campo electromag- 
netico. Son precisamente los potenciales A , <p y no las intensidades del cam¬ 
po E, //, los que entran en la mayoria de las ecuaciones de mec&nica y 
electrodin&mica cu&nticas. 

8.4. Funciones de Hamilton. Por la definicibn conocida de mecinica, la 
funcibn de Hamilton depcnde de las coordenadas generalizadas, de los im¬ 
pulses y el tiempo generalizados y se determina con la igualdad 

JPfy, P,t)= P -y- L. (8.17) 

dondc el segundo miembro puede ser expresado por r, Py I. Como coorde¬ 
nadas generalizadas han sido elegidas las cartesianas r = (x, y, z). 

Despuis de sustituir en (8.17) las expresiones (8.7) y (8.4) obtenemos 



En el segundo miembro el primer sumando es la energia de la particula 
libre (5.11). Si, de acuerdo con (5.18), la expresamos por p = P - 
hallarcrnos definitivamente: 

JT(r,P, 0 = JmV* + c\P - e - A ) 2 + e-p. (8.18) 

La funcibn de Hamilton hallada nos permite escribir las ecuaciones en la 
forma de las ecuaciones canbnicas de Hamilton: 

= (8.19) 

dr dP 

Recomendamos al lector que se cerciore por si solo que las ecuaciones 
(8.19) son equivalentes a la ecuacibn de movimiento (8.10). 

§ 9. Ecuacibn de movimiento en forma covariante. 

Tensor del campo electromagnbtico 

9.1. Variaciones de la accibn y ecuacibn de movimiento. La ecuacibn de 
movimiento ( 8 . 10 ) posee invariacibn relativista (es vblida en todo sistema 
inercial), pero no es covariante (sus primero y segundo miembros no son 
4-tensores de ningun rango). Pero la anotadbn covariante proporciona una 
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serie de ventajas: hace explicita la invariancia relativista y permite hallar la 
ley de la transformacibn relativista para las intensidades E, H del campo 
electromagnfetico. 

Con el fin de obtener las ecuaciones de movimiento en forma covarian¬ 
ce realicemos directamente la variacibn de la accibn (8.1), sin pasar a la 
anotacibn no covariante mediante la funcibn lagrangiana que s61o destaca 
una coordenada temporal. Tendremos: 

( 2 ) 


&S 




mc&ds — - bA.dx' 
c ' 




(9.1) 


CD 


Seguidamente, calculemos la variacibn de ds: por definicibn ds = •Sdx l dx ‘, 
b ds = = - Ui&dx 1 ; (9.2) 


dx,Sdx‘ 1 . . , 

—I—— = _ ufidx"; 
ds c 


en esta ultima igualdad hemos hccho uso de (4.28) y de la definicibn de la 
4-velocidad (4.29). Esto permite representar (9.1) en la forma 
c» 

5S = | mufidx• - ^ Afidx* - e - SA,dx'J . 

w 

Luego, integremos los dos primeros t6rminos por partes, lo que conduce a 


SS 


(21 ( 2 ) 

= — ^A^&x 1 | + j ( mdufix ' + ^ dAfix' - 


0) 


(9.3) 

En los 4-puntos fijados 1 y 2 6x' = 0, por lo que cl tfcrmino extraintcgral 
formado se anula. En el integrando transformamos del modo siguiente tir- 
minos aislados: 

du, = dr ; «-*, “ "-ax* 


6A,. 


dr 

dA 


dx* 


i- te"; 


dx' = ufd-r. (9.4) 


La sustitucibn de estas formulas en (9.3) nos proporciona 

“* S( 


m ^ bx’dr + - rfte'dr - e - Ml ui&x*dr^ . (9.5) 


dr c dx* c dx* 

En el ultimo sumando efectuamos la conmutacibn de los indices mudos i n 
J* k e introducimos la designacibn 


= 


dA, 


3A; 


dx‘ dx* ‘ 


(9.6) 


i-9*8 
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La magnitud F ik no es mis que e! 4-tensor de H rango antisimetrico cova- 
riante del 4-potenciai. Recibe la denominaci6n de tensor del campo electro- 
magnitico y desempefla importantisimo papel en eiectrodindmica. 

La variaci6n de la acci6n, escrita por intermedio del tensor F jk , toma el 
aspecto 

ra 

6S = j ~ ” F Ur u k ^&x'dT. (9.7) 

(i) 

Para no violar la simetria entre las 4-coordenadas hay que considerar que 
las cuatro variaciones fix', I = 0, 1,2, 3 son arbitrarias y diferentes de cero. 
En lo que at a fie a la mecdnica no relativista la variaci6n de las coordenadas 
gen.eralizadas transcurre a tiempo constante, o sea, fix 0 = 0. Asi, pues, en 
la teoria relativista el principio variacional debe ser generalizado en cierto 
grado. Pero semcjante generalization s61o se manifestard en la forma de 
anotaci6n de las ecuaciones de movimiento, pero no en su contcnido, ya 
que los resultados que obtendremos mds adelantc scrdn equivalentes a.los 
rcsultados del § 8 cn cl que la variacidn fue realizada con t = const. 

Debido a la arbitrariedad c independencia dc las variaciones de fix', del 
cardcter cstacionario dc la accidn 5S = 0 siguen las ecuaciones dc movi¬ 
miento 

du. 


dr 


= -r,y. 


/ = o. 1,2,3. 


(9.8) 


Por su forma son la igualdad entre dos 4-vectores covariantes. Como es 16- 
gico, esta igualdad tambifin se cumple para los componentes covariantes: 


di/ e 

m— = - F k u„. 
dr c * 


(9.9) 


Ahora volvamos a considerar la igualdad (9.3). En ella el tfirmino integral 
es idfintico a (9.7) y se anula durante el movimiento de la particula por una 
trayectoria fisica. Si fijamos el punto I y variamos las coordenadas del 
punto 2, la variaci6n de la accidn tomard el aspccto 


Por otro lado 6S = 


Denominemos 


dS 

ax' 


5S = - (mu t + ^ fix' 


6x‘, de donde 


as 

dx‘ 


T = 


P= -1L 

‘ dx‘ 


= mu, + - A, 
' c ' 


(9.10) 
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4-vector covariante del impulso generalizado; entonces, el 4-vector eontra- 
variante P serA escrito en la forma 




(9.11) 


Su parte espacial coincide con el vector tridimensional del impulso genera¬ 
lizado (8.8), en tanto que el componente temporal es, ni m4s ni menos, la 


funcidn de Hamilton (8.18) dividida por c. Asi, pues, 



= P‘ for- 


man el 4-vector contravariante del impulso generalizado. De acuerdo con 
(9.11) — (9.13) sus componentes cstan ligados con las derivadas de la ac- 
cidn mediante las mismas relaciones bien conocidas de la mecAnica clAsica: 


P 


as __ as 

dr’ at' 


(9.12) 


Esto nos permitc confeccionar la ecuacidn de Hamilton — Jacobi y 
cmplearla para resolver problcmas del movimiento de las particulas relati- 
vistas en el campo electromagnitico. 

Como sabemos de mecAnica, la ecuacidn de Hamilton — Jacobi tiene la 
forma 

JT(P,r,t) = 0, (9.13) 


donde ^es la funcidn de Hamilton (8.18) en la que el impulso generalizado 
P debe sustituirse, de acuerdo con (9.12), por la variable grad S. Haciendo 
uso de ( 8 . 18 ), obtenemos 

■J"* 4 + ^(gradS- = - (f + **). 

o bien, desechando el radical 

(grad S - t - JL 05 + = 0. (9.14) 


Esta es la ecuacidn de Hamilton — Jacobi para una particula relativista. 

9.2. RelaciAn entre el tensor del campo y las intensidades E, H. Anote- 
mos los componentes del tensor F lk poniendo en la definicidn (9.6) A, = 
= (<e, —A). Obtenemos 


^oi = 


1 dA x 

c dt dx 




dA x dA^_ 

+ iy~-d7~ - 


5 - 
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etc., es decir, en correspondencia con (8.13) los componentes del tensor F* 
coinciden con las proyecciones de los vectores tridimensionales E, H. 

Escribamos en forma de tablas la ligaz6n entre el 4-tensor del campo 
electromagnfetico y los 3-vectores de la intensidad: 



Hemos expresado las intensidades del campo por los componentes de un 
4-tensor unico antisimetrico de II rango. 


Ahora, escribamos la ecuacibn de movimiento (9.9) en forma tridimen¬ 
sional. Recordando la rclacibn del impulso tridimensional con la 

4-velocidad (5.14), vemos que el primer miembro de (9.9) m - para a = 

at 


= 1,2, 3 se reduce a la derivada y donde y es el factor de Lorcntz. Con 

at 

ayuda de (9.15) y (4.30) el segundo miembro se escribe en forma de la fuer- 
za de Lorentz (8.12) multiplicada por y. Como resultado obtenemos la 
ccuaci6n tridimensional de movimiento 


^ = eE + - v x H. 
dt c 


(9.16) 


Para i 


0 la componcnte (9.9) se reduce del mistno modo a la forma 


d<f 

- S 

dt 


eE-y, 


(9.17) 


o sea, expresa el cambio de la energia cinfetica de la particula. Esta ecuacibn 
no es indcpendiente y puede ser obtenida de (9.16) multiplicando de forma 
escalar sus dos miembros por v. Con esto, de acuerdo con (5.18) y (5.13) 


d<f dp d<f 

dp V ’ V dt dt’ 


donde tf. = ,, es la suma de la energia cinbtica de la particula y 

Vl - 1 4/c 2 

de la energia en reposo y no contiene la energia de interaccibn con el campo 
electromagnbtico. Seflalemos que el campo magnbtico no ejerce trabajo 
sobre la particula, puesto que la fuerza magnetica siempre es perpendicular 
a la velocidad. 
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§ 10. TransformaciOn de las intensidades 

del campo electromagnetico. Invariantes del campo 


10.1. TransformaciOn de las intensidades. La aclaraci6n del factor fun¬ 
damental de que los vectores E y H son los componentes del 4-tcnsor del 
campo P k , nos permite con facilidad hallar las transformaciones de estos 
vectores al pasar de un sistema inercial a otro. Vamos a partir de la ley de 
transformation del tensor (4.15): 

( 10 . 1 ) 

donde la matriz cf m esta detcrminada en la tabla (4.11). De aqui, p. ej., ob- 
tenemos 

F'° = ala*!*' + ajogf 10 = (chty - shty)F w = F">. 

= a^agF 20 + aitfjF 11 = ch- shjF 21 , 

etc. Haciendo uso de las tablas (9.15) hallamos siguientcs formulas para las 
transformaciones: 

e; = e„ e; = 7 (£, - &H t ), e ;=y^ + wp. (10 2) 

//; = H x ,H' = 7 (H, + PE-). H' = 7 (H z - PE,). 


Las f6rmulas (10.2) pucden ser escritas en forma vectorial si introducimos 
los vectores componentes E y // paralelos y perpendiculares rcspecto de la 
velocidad V: 

+ i r*x). m3) 

H\ = H,.H X = i(h x - i V x E^. 


Un importante caso particular de las formulas (10.3) es el movimicnto rela- 
tivo del sistema de referencia a la velocidad relativista V < c. Con ello, 
7 = 1 y con una precisi6n a salvo los tirminos lineales por V/c 

E=E + -VxH, H=H--VxE. (10.4) 

c c 


10.2. Invariantes del campo. Confeccionemos todos los invariantes in- 
dependientes posibles de los componentes del tensor F ik . La contraction 
del tensor que es un invariante, su huella Fj, en cl caso dado se reduce a ce- 
ro. El cuadrado escalar del tensor F' k es un invariante no trivial, o sea, su 
producto por un tensor covariante: 

F ik F ik = inv. (10.5) 
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El segundo invaxiantc independiente se construye por medio del tensor uni- 
tario absolutamente antisimetrico e Wm (v6ase el § 4): 

e Uclm^ kFlm = inv - ( 10 . 6 ) 

Los productos (10.5) y (10.6) pueden ser expresados con facilidad por E y 
H mediante las tablas (9.15): 

F ik P k = 2(H 2 - E 2 ), = 2E H. 

De este modo, son invariantes relativistas 

E 2 - H 2 = inv, E H = inv. (10.7) 

Las magnitudes halladas se comportan de distinta manera durante la refle- 
xidn de los ejes espaciales o temporales. La diferencia E 2 - H 2 es tambiin 
invariante respecto a la transformaci6n de reflexibn de los ejes. A1 produ- 
cirse la reflexibn de los tres ejes espaciales o del eje temporal, el producto 
E-H cambia de signo: en el primer caso E' = — E, H = // y en el segun¬ 
do. E' = E, pero H' = -H. Por esta razbn, E-H no es un escalar real, si- 
no scudocscalar. Pero E-H queda invariante respecto de la reflexibn de los 
cuatro ejes. 

Los invariantes del campo serin empleados en el § 13 para confcc- 
cionar una acciOn relativista invariante. Ademas, con su ayuda pueden ser 
hallados los sistemas de rcfcrcncia incrciales en los que el campo elcctro- 
magnfetico tiene la forma mis scncilla. P. ej., supongamos que en cierto sis- 
tema de referenda Ey H son homogeneos y perpendiculares en si, es decir, 
E H = 0. En semejante caso, en funcibn del signo de la diferencia E 2 - 
— H 2 , podemos hallar tal sistema de referencia inercial en el que E = 0 
(para E 2 - H 2 < 0) o bien H' = 0 (para E 2 - H 2 > 0). 

Suponemos que en el primero de los casos indicados la velocidad V del 
sistema de referencia buscado es perpendicular al piano (E, H) y, partiendo 
de (10.3), escribimos para 61 la ecuacibn 

E' = 7 (e + 1 V x //) = 0, 

de la que hallamos 

V=C ^r~ ( ‘°' 8) 

Del mismo modo, en el segundo caso la condici6n H = 0 nos proporciona 

V — c U0.9) 

En los dos casos V < c. lo que es condicibn neccsaria para la existencia del 
sistema inercial buscado. 
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§ 11. Movimiento de una particula relativists por Campos 
electrico y magnetico cruzados. Derive el£ctrica 


11.1. Movimiento en un campo magnllico homogtneo. Aqui vamos a 
investigar uno de los casos m&s sencillos, es decir, el movimiento de la 
particula por los campos eldctrico y magnetico E, H homog6ncos y perpcn- 
diculares entre si. A1 final del § 10 fue mostrado que cuando E * H existe 
tal sistema inercial en el que una de las intensidades se reduce a cero. Para 
E < H t n el sistema en movimiento respecto del inicial a la velocidad 


Ex H 
H 2 ’ 


(H.l) 


s61o queda en el campo magnetico que, de acuerdo con (10.3), tendri una 
intensidad 


// 




H. 


( 11 . 2 ) 


Escribamos las ecuaciones de movimiento de la particula cargada (9.16), 
(9.17) en el sistema de referenda dondc E' = 0, H * 0: 



e . 
- v 
c 


x H 


- d<f 

' dt 


(11.3) 


La ultima ecuadbn mucstra que en un campo magnitico no varia la energia 
de la particula y, por lo tanto, tampoco el valor del impulso; el campo no 
realiza trabajo sobre la particula, s61o cambia la direccidn de su movimien¬ 
to. Por medio de (5.14), la primera ecuacidn (11.3) puede ser cscrita cn la 
forma 

= 0 ' x p', (11.4) 

dt 

donde 

fi' = (11.5) 


cs la frccuencia giromagnitica dclotrAnica; para las particulas no relativis- 
tasif’ =■ me 2 y 


Q' 


eH ' 
me 


( 11 . 6 ) 


Elegimos el eje z' en la direcci6n del campo H y escribimos (11.4) en las 
proyecciones sobre los ejes de coordenadas: 



-■•is.*;--*.*-. 


(11.7) 
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La ultima ecuacibn proporciona p; = const, es decir, la partlcula estS en 
movimiento en direccibn del campo H' a velocidad constante u z ' = u,' de- 
terminada por las condiciones iniciales. Es cdmodo reducir las dos prime- 
ras ecuaciones a la forma 

(Pi + ip^) = iO'(P x ' + ip y '). (H-8) 

donde i es una unidad imaginaria. Integrando (11.8) hallamos 
Pi + ip; = Ce<°‘\ 

donde Ces la constante compleja de integracibn. Escribiendola en la forma 
C - p' x e la , siendo p\ = I Cl. La divisibn de las partes real e imaginaria 
conduce a 

Pi = p^costfjf' + a'), p; = p;sen(Il'f ' + a ). (11.9) 

De aqui sigue que p ± = 'Jpi 1 + p y ' 2 es cl valor absoluto de la proyeccibn 
del impulso en el piano perpendicular a H ’, a, la fase inicial de rotacibn; el 
impulso de la particula gira con frecuencia giromagnetica (11.5) alrededor 
de la direccibn del campo magnfetico quedando constante su valor absolu¬ 
to. 

La velocidad de la particula estA ligada con su impulso con la relacibn 
(5.13): v = tp-p/d : Integrando la velocidad por el tiempo, haciendo uso de 
(11.9) y de la condicibn <f' = const, hallamos la dcpendencia entre las 
coordenadas y el tiempo: 

x'= R ± sen(a'i+a'), y = -R' ± cos((i't'+ a'), ^ 110 j 

*' = *o + *V' "• 

Aqui 



( 11 . 11 ) 


es el radio de rotacibn de la particula en el piano perpendicular a H que, 
adem&s, recibe el nombre de girorradio o bien radio de Larmor ( larmo- 
riano ). El eje z' se ha elegido de modo que pase por el centre del circulo 
larmoriano. La particula se mueve por una espiral enroliada en la superfi- 
cie de un cilindro de radio R \. El paso de la espiral 

h = 2xv, /O ", 

donde 2ir/fl' es el periodo de la rotacibn ciclotrbnica. Con uj = 0 la 
particula esti en movimiento por un circulo en el piano perpendicular a la 
direccibn del campo magnbtico. 

11.2. Deriva elcctrlca. Ahora examinemos el cuadro del movimiento de 
la particula en el sistema de referenda inicial (del laboratorio), en el que 
ambas intensidades del campo E y H son diferentes de cero. Las coordena- 
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das de la particula en este sistema pueden ser expresadas con (11.10) me- 
diante las transformaciones de Lorentz: 


x = 7(*'(f') + Vft '). y-y'(t '). z = z a '), 

t=y(t' + -L V E x\t ')), 1 = (1 ~ y\/c 2 )- ,/2 . 


Hemos elegido el eje x a lo largo de V E y el eje y, a lo largo de E. Las fbr- 
mulas (11.12) prefijan, en forma parametrica, el movimiento de la 
parlicula en el sistema inicial (del laboratorio), con la particularidad de que 
como pardmetro hemos hecho uso del tiempo r'. Las constames R \, u,', 
a', Zg ' que entran en los segundos miembros de las ecuaciones (11.12) son 
dcterminadas de las condicioncs iniciales. 

Examinemos el importante caso de un ddbil campo electrico E < H, lo 
que corresponde a V E <* c. es decir, al movimiento no relativista relative de 
los sistemas de referenda. Calculemos la velocidad v en el sistema del labo¬ 
ratorio hasta una precisibn salvo los miembros lineales por V E /c. Para esta 
aproximacibn 7=1. Dividiendo las diferenciales dx, dy, dz por dt - 


= dt + -j V e dx' obtenemos con la precisibn requerida 


<», = » x '('') + 



u , = w ') - -4j- vrfo ')«/(/'), 


Si cl movimiento de la particula en el sistema con raya no es relativista los 
sumandos del orden v'Vc 1 pueden ser dcscchados. Pero siendo v‘ — c is- 
tos no son pequefios. 

Como en adelantc pensamos promediar la velocidad respecto del tiem¬ 


po /, escribamos en los sumandos del orden nulo t' = 


^'(/ '); en 


los tbrminos de primer orden, proporcionales a podemos hacer t' = i. 
Esto nos proporciona 


^(o = »;«> + y B [i ~ i u *' 2(,) ]- 

= u;(r) --L + u ;(r) U ;(/)j, 

t*(0 = W - »W»;(/). 
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Promediemos ahora v(/) por el periodo T = 2r/il' de rotacidn de las 
particulas en torno de la direccidn del campo magn&ico: 

1+ T 

", = y j i ' x ls)ds, etc. 

t 

Con ayuda de las fdrmulas (11.9), (11.10) hallamos 





v'2, etc.. 


asi que, definitivamente, 



o bien, en forma vectorial 

v = v[h + V £ , h = H/H. (11.13) 

De este modo, el movimiento promediado de la partlcula en el sistcma del 
laboratorio se compone del movimiento uniforme a lo largo del campo 
magnitico y del movimiento uniforme a la velocidad (11.1) en la direccidn 
perpendicular a los vectores tanto cldctrico como magnttico. Este ultimo 
movimiento recibe la denominacidn de deriva eticlrica. La velocidad V E de 
dicha deriva s61o depende de la raz6n entre las intensidades de los campos 
el6ctrico y magn6tico. No depende de la carga y la energia de las particulas 
y, en particular, es la misma para las particulas relativistas y no relativistas, 
electrones y niicleos. Esto no significa que las particulas neutrales tambi6n 
sufren deriva el6ctrica; el radio larmoriano de una partlcula neutral en infi- 
nito, por lo que la promediacidn por la rotacidn ciclotrdnica no tiene senti- 
do. 



El origen de la deriva el6ctrica cs Weil de comprender de evidentes con- 
sideraciones. La particula en rotacidn en torno de H se acelera en el campo 
elfectrico por la mitad de la circunferencia, mientras que por la segunda mi- 
tad se retarda segun la fdrmula 

(?= + p'- v e v e< c < & — const. (11.14) 
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Por esta razdn, el radio larmoriano es distinto en diversas fases de la rota- 
ci6n, lo que conduce al movimiento de las particulas perpendicularmente a 
E y H ( fig. 11.1). La forma detallada de la trayecloria es funcibn de los pa- 
r&metros del problema. 

La deriva transversal puede ser provocada no s61o por el campo elfcctri- 
co, sino por cualquier otra fuerza F aplicada perpendicularmente a H, p. 
ej., la gravitaci6n o el gradiente de presidn. A la fuerza F ejercida sobre la 
particula puede contraponerse el campo eldctrico eficaz £ = F/e. Sustitu- 
yendo su valor en (11.1) hallamos la velocidad de la correspondiente deri¬ 
va: 


y F = c 


F x H 
eH 2 ' 


(11.15) 


Esta velocidad es funcidn del signo y el valor de la carga. Las particulas con 
cargas de diferentes signos estarin a la deriva en diferentes direcciones. 

11.3. Movimiento hiperbblico. Para E > H, E- H = 0 hay un sistema 
de referencia. en movimiento a la velocidad (10.9), en el que 


" = o- £ '= 

En scmejante sistema cl movimiento de la particula cargada s61o transcurre 
por el efecto de la fuerza electrica. Estudiemos el proceso de aceleraci6n de 
una particula, inicialmente en reposo, mediante un campo eldctrico conti¬ 
nue y homogdneo. Para variar, vamos a resolver este problema partiendo 
de las ecuaciones de movimiento (9.9) en forma covariante. 

Elijamos el eje 1 en la dirccci6n de E. Entonces (9.9) puede reducirse, 
con ayuda de (9.15), en un sistema de dos ecuaciones de primer orden res- 
pccto de w‘(r), «°(t): 


du‘ e _ „ diF e _ . 
= - Eir, m—r- = — Eu'. 


(11.16) 


dr c dr c 

Este sistema debe integrarse partiendo de las condiciones iniciales 

u°(0) = c, u’(0) = 0, (11.17) 


con la particularidad de que el registro del tiempo propio r estd elegido de 
forma que 

t = 0 cuando / = 0. (11.18) 

Buscamos la soluci6n del sistema (11.16) en la forma 

m'(t) = A shXr, u°(r) = Bch Xr, (11.19) 

donde /!, B, X son constantes. De las condiciones iniciales (11.17) hallamos 
B = c. La sustitucidn de (11.19) en (11.16) proporciona dos ecuaciones al- 
gebraicas para determinar A y X: 

m\A = eE, m\c — — EA, 
c 
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de donde X = eE/mc, A — c. Asi hemos hallado la 4-velocidad como fun- 
ci6n del tiempo propio: 

//yl fijfl 

—— = u'(t) = cshXr,—- = ifi(r) = cchXT. (11.20) 

dr dr 

La posterior integracidn permite hallar la ligazdn entre x' = x y x° = cl y el 
tiempo propio r: 

x(r) = y ch Xt, r=^-shXT. (11.21) 

A A 


Hemos elegido las condiciones iniciales de forma que x(0) = cA. 

La ligazdn entre x y el tiempo t en el sistema del laboratorio es obtenida 
como resultado de la omisidn de r de las igualdades (11.21) mediantc la 
identidad ch 2 or — sh 2 <* = I: 


** (ct) 2 

(cA) 2 (cA) 2 


( 11 . 22 ) 


De esla ecuacidn sc desprende que cn el piano (x, cl) la particula describe 
una hipfcrbola (fig. 11.2). En depcndcncia del signo de la particula cargada 
cl movimiento transcurrird por una de sus dos ramas. 



Calculemos, por fin, la energia if y la velocidad tridimensional v de la 
particula. Tenemos 

t) = mctfiif) = me 1 ch Xr, (11.23) 


v(r) = 


rf’W 


cthXr, 
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o bien, en funci6n del tiempo t 


- W 1 + (S)’- ■« - 






(11.24) 


(S) 


De forma asintdtica la velocidad de la particula se aproxima a c durante un 

tiempo caracteristico de un orden de varias l 0 = mientras que la 

cE 

energia crece con mayores tiempos linealmente al tiempo. Proporcionamos 
a los lectores la posibilidad de cerciorarse por si mismos que con / ** i 0 de 
(11.22), (11.24) son obtenidas conocidas formulas para el movimiento uni- 
formemente acelerado de una particula relativista. 


§ 12. Tcorcma de Larmur 

Consideremos un sistema de particulas no relativistas de igual carga, 
ubicadas en un campo electrico extemo de simetria axial. i,C6mo influcn- 
ciarS sobre semcjante sistema de particulas un dcbil campo magnctico diri- 
gido a lo largo del ejc de simetria? 

A esta pregunta da respuesta el leorema de Larmor: la superposicibn de 
un campo magnfctico debit conduce a que el sistema de particulas se ponga 
en rotacidn como un todo enterizo a una velocidad angular 




eH 

2jtic 


( 12 . 1 ) 


Este movimiento recibe el nombre de precesidn larmoriana. La demostra- 
ci6n mis sencilla del teorema de Larmor puede ser obtenida comparando la 
funcidn de Lagrange de un sistema de particulas en un campo magn£tico 
con ese mismo sistema fuera de 6ste, pero que se examina respecto de ejes 
de coordenadas en rotaci6n. Cuando no hay campo magnctico la funcidn 
de Lagrange tiene el aspecto bien conocido en mecSnica cISsica: 


L o = 



( 12 . 2 ) 


donde U es la energia potencial total que contiene la energia de interaccidn 
de las particulas entre si y con el campo exterior. Al superponer el campo 
magnetico la funcidn de Lagrange, de acuerdo con (8.6), alquiere la adi- 

ci6n e -£ v a - A a , donde A a es el potencial vectorial en el punto en que se 

a 

encuentra la particula. 
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(12.3) 


Con H = const resulta c6modo representar A en la forma 
/l=^Hxr, 

ya que 

rot/1 = jv x [//xr]=I«(V-r)-i(«-Vy =|//-1« = «. 

La funcibn de Lagrange de un sistema de particulas en un campo magnfeti- 
co loma el siguicnte aspecto: 

l h= + (12.4) 

• a 

Ahora escribamos la funcibn de Lagrange (12.2) con relacibn a los ejes 
que giran a velocidad angular S3 en torno del eje de simetria del campo exte¬ 
rior. Las velocidades de la particula v a en el sistema inmbvil y v a ' en el que 
esti en rotacibn est&n ligadas mediante la relacibn 

v a = *'• + 0 x r' a , (12.5) 

conocida en la mecbnica clbsica. Cuando se cumple la condicibn 

If) x r c \ ** v' a (12.6) 

es suficiente tomar cn consideracibn cn la funcibn de Lagrange sblo los tbr- 
minos lineales por 0. Sustituyendo (12.5) en (12.2) y omitiendo los sutnan- 
dos con H 2 obtenemos 

L ° = E + L ”*•' in * 0 ~ u ' (,2 - 7) 

a • 

Es de importancia que la energia potencial U no varia al pasar a los ejes 
en rotacibn 

U(r, . Ulr\ . r N>- 

Este hecho esta relacionado con que a velocidades de movimiento no relati- 
vistas las distancias entre las particulas, asi como las distancias p a desde ca- 
da particula hasta el eje de simetria, son iguales en los sistemas de referen¬ 
da inmbvil y en rotacibn: 

I', - r b \ = lr a ' - r b \,p t = p'„; 

la energia potencial de un sistema de particulas en interaccibn en un campo 
de simetria axial sblo puedc depender de las combinaciones de las coorde- 
nadas quehemos indicado. Por ello, las funcionesde Lagrange L a yL H son 

iguales si S2 = ——. Pero esto significa que la conducta de las particulas 
2mc 
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tambien es la misma: el sistema de particulas que observamos en el sistema 
de referenda del laboratorio adquicre, al sobreponer un campo magnttico, 

la velocidad angular ^ . HI signo menos aparece debido a que las 

2/tic 

direcdones de rotacibn de las particulas respecto de los ejes de coordenadas 
y de los ejes con relacibn a las particulas son opuestas. 

Precisemos el sentido de la condicibn (12.6). Supongamos que sin el 
campo magndico las particulas realizan movimiento finito cuasiperibdico 
como, p. ej., los electrones y atomos. Entonces podemos hacer u a ' = 
“ donde es la frecuencia de rotacibn de la particula a-esima. La 
condicibn (12.6) se reduce a la desigualdad 

".►Of (12.8) 

es decir, la frecuencia de la precesibn larmoriana debc ser pequefla cn com- 
paracibn con las frccuencias propias de las particulas. Esta condicibn 
descmpefta notorio papel y si no se cumple, el teorema de Larmor es in- 
correcto. P. ej., para las particulas libres (w a — 0) la frecuencia de rotacibn 
es dos veces mayor que Q t (v6ase ( 11 .6)). 

De la demostracibn del teorema de Larmor que hemos aducido se 
desprende que 61 tambi6n es vdlido para tales particulas en las que e a y m a 
son diferentes, si las relaciones e/m a son iguales. 


Capitulo III. Ecuaciones del campo electromagnetico 

§ 13. Deduccibn de las ecuaciones 

de Maxwell cn forina covarianie 
partiendo del principio de la acclbn minima 

13.1. Accibn para un sistema constituido por particulas y un campo 
electromagnetico. En los caps. I y II hemos empleado el principio de la ac¬ 
cibn minima para obtener las ecuaciones de movimiento de una particula 
•tore y de la particula en el campo electromagnetico. Es natural hacer tam- 
bi6n uso de ese mismo acceso para deducir las ecuaciones de movimiento 
del propio campo electromagnetico, lo que haremos mbs abajo. Vamos a 
considerar que la enunciacibn general del principio variacional para siste- 
mas continuos es conocida de la rnccbnica clbsica*’. 

Comencemos por la confeccibn de la accibn para un sistema de 
"particulas cargadas + campo electromagnetico”. Al compbs del acceso 
general, basado en la nocibn del campo como una realidad fisica y recono- 
ciendo el hecho de que la interaccibn entre las particulas sblo transcurre 


•’ Para aquellos leciorcs que necesitan refrescar la memoria en lo que aiafie a cslos daios, 
ellos sc aducen en el Complemento HI. 
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mediante el campo, es de esperar que la accidn total S del sistema que con- 
sideramos debe constar de tres partes diferentes que proporcionan una da¬ 
ta interpretacidn fisica: 


Aqui 


S - S psn + S mi + Scampo- 

S par. = “ E 

«- I 


(13.1) 

(13.2) 


es la acci6n para las particulas libres introducida en el § 5; a es el numero 
de la particula; 


8m~ 


E 

0 - 1 


(13.3) 


es el tirmino de interaccidn que ya fue examinado en el § 7 para una 
particula en interaccidn con el campo electromagnetico. La anotacidn de la 
interaccidn en forma de la suma de los terminos por todas las particulas si- 
gue de la suposicidn fundamental acerca del car&cter local de la interac- 
cidn, es decir, cada particula estd en interaccidn con un campo tornado en 
el mismo punlo en el que ella estS. Con esto, ya que el movimiento de las 
particulas es considerado como funcidn del tiempo itnico t, en un sistema 
de referenda inercial arbitrario pero concreto, todos los puntos espaciales- 
temporales x a = (x°, x^, x%, x’) deben ser tornados con un mismo valor de la 
coordcnadax 0 = cl. En lenguajc geomctrico esto significa que los puntos 
x a han de tomarse en la hipersuperficie tridimensional t = const del espacio 
cuatridimensional seudocuclidiano. Esto mismo se rcfiere a la expresi6n 

/ v 7 

(13.2): lodas las diferenciales = c il-« di deben ser expresadas me¬ 
diante el tiempo unico /. "V c 

Examinemos ahora el tercer sumando en (13.1), o sea, la accidn que 
describe el campo electromagnfetico. Esta debe confeccionarse de magnitu¬ 
des elegidas para describir el campo electromagnetico, es decir, el compo- 
nente A, del 4-potencial, pero planteando con ello una seriede limitaciones, 
que se desprenden tamo de los principios fisicos generales, como de la ex- 
periencia. Formulemos dichas limitaciones: 

1. La magnitud S CJmp0 debe ser un invariante relativista, lo que sigue del 
principio de relatividad. 

2. De la experiencia se deduce que en el vacio el campo electromagneti¬ 
co satisface el principio de superposicidn: si existen varias fuentes del cam¬ 
po electromagnetico y la fuentee-esima, faltando las demas, crea un cam¬ 
po de intensidades £„, H a , el campo completo sera la suma geometrica de 
los campos creados independientemente por cada fuente: 

£=££.. « = Z Ho 03-4) 
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El principio de superposici6n s61o sera cumplido cuando las ecuaciones del 
campo sean lineales. La linealidad de dichas ecuaciones exige que la acci6n 
S camp o sea un funcional bilineal de los componenetes del 4-potencial y de 
sus derivadas. 

3. Como las magnitudes observadas son componentes del tensor del 
campo F ik que no varian en el transcurso de la transformacibn gradiental 
de los potenciales (8.14), toda la teoria del campo electromagnitico debe 
ser gradientalmente invariante. Esto quiere decir que todas las ecuaciones 
para describir tanto cl propio campo electromagnttico, como tambidn su 
interaccibn con las particulas cargadas, pueden ser escritas por medio de 
magnitudes gradientalmente invariantes, o sea, los componentes de Pm- 

4. Con el fin de obtener la concordancia entre la teoria y las leyes expe- 
rimentales del electromagnetismo, postulamos que las ecuaciones del cam¬ 
po electromagnfctico deben contener las derivadas del 4-potencial por las 
coordenadas y el tiempo de un orden no mayor que el segundo. Puesto que 
durante la variacibn el orden de las derivadas aumenta en la unidad, la ac- 
ci6n debe contener las derivadas del 4-potencial de un orden no mayor que 
el primero. 

Asi, pues, las condiciones 3 — 4 requieren que S caDlpo no contenga las 
componentes A t , sino que sblo las primeras derivadas en forma de las com- 
binaciones gradientalmente invariantes, es decir, los'componentes F lk . De 
las condiciones 1 — 2 se desprende que cllos deben entrar en forma de 
expresiones bilincalcs rclativistas invariantes. Tales son los invariantes del 
campo (10.5) y (10.6). Por eso, la accibn S cimpo puede escribirse en la forma 

Scan,,* = a\F*Fid*X + b\e*"”F U 'F l J*x, (13.5) 

donde a y b son constantes. 

No obstante, la segunda integral es un sumando cuya variacibn se redu¬ 
ce a cero. Esto siguc dc la posibilidad de escribir el integrando en forma de 
una 4-divergencia: 

mis adelante, haciendo uso del teorema de Ostrogradski — Gauss en 
4-forma tenemos: 

= *§t‘ u ”A k JL J A,JS l , 

donde la ultima integral se toma por una hipersupcrficic tridimensional que 
limita el volumen cuatridimensional de integracibn. Pero al variar la accibn 
los valores del campo deben ser prefijados en el limite del volumen, por lo 
tanto 


6-948 


*§*" m A lt ?gfdS l - 0. 
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Como resultado en (I3.5)*> solo queda el primer tbrmino. Eligiendo 
(lo que corresponde al sistema absolute de Gauss de unida- 


16irc 
des), tendremos 


lfrirc 


■ ^F u, F ii d*x. 


(13.6) 


Esta expresi6n es relativista y gradiental invariante. 

iQub decir de la invariancia gradiental de S lnl ? Como en ella entra el 
propio potencial A, no hay invariancia gradiental: al cambiar A , por 

A,' = A, — -j^-tenemos 
' ' dx‘ 


S, nl + 


E 


(13.7) 


Perog-rfx' =rfxOc„), cs decir, la difercncial total que al integrar a lo lar- 


dx 


go de la linea universal de la particula proporciona una constante (la dife- 
rencia de valores de x en los extremos de la linea universal) que no influyc 
sobre la variaci6n. Por cllo, aunque la acci6n S mI no posee invariacibn gra¬ 
diental, la variacibn de la magnitud S tot y las ecuaciones de movimiento que 
obtenemos son gradientalmente invariantes. 

13.2. Densidad de corriente cuatridimensional. Los sumandos 5 ciun x , y 
S|„, han sido escritos en diferentes formas: en tanto que el primero de ellos 
es una integral cubdruple por una regibn espacial-temporal, S inl se expresa 
en forma de la suma de intcgralcs simples a lo largo de las Uneas universalcs 
de las particulas. Para deducir las ecuaciones del campo es tambibn preciso 
representar ^ini en forma “de campo”. Esto se alcanza introduciendo la 
densidad de la carga p(r, I) y la densidad de corriente j(r, I ) determinadas 
en cada punto del espacio cuatridimensional — tiempo. 

A causa de que incluso pequehos macrovolumenes contienen gran nu- 
mero de particulas elementalcs, lo mismo que en mccanicu de medios conti- 
nuos, podemos introducir la nocibn de carga continuamente distribuida 
por el volumcn, entendiendo por densidad de la carga en el “punto” dado 
del espacio la relacibn 



donde A P es un volumen macroscbpicamente pequeflo, Ae, la carga elbctri- 
ca total en dicho volumen. Por volumen “macroscbpicamente pequeflo” o 


■’ La segunda causa por la que cl segundo sumando en (13.5) no dcberla scr incluido cn la 
acciOn estS relacionada con su ca/4ctcr scudocscalar Por esia causa, las ecuaciones del campo 
lendrian diferente aspecto en los sisiemas de coordenadas dcrccho c izquierdo. lo que contra- 
dice la experiencia (algunos sumandos tendrian diversos signos en los indicados sisiemas). 
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bien “fisicamente infinitbsimo” se entiende aquel que contiene gran canti- 
dad de cargas elementales, pero cuya dimensibn lineal es pequefla en com- 
paracibn con las distancias que en el problema a examinar son de interes. 
En virtud dc la estructura discreta de ta carga elbctrica en la expresibn 

(13.8) el paso al limite AV — 0 no tiene sentido. Para semejante determina- 
cibn de la densidad de la carga, la posicibn del “punto” donde esa densi- 
dad se prefija estb determinada con una precisibn hasta las dimensiones del 
volumen AK. 

La densidad de la carga tambibn puede ser determinada por la funcibn 
de distribucibn en el espacio de fase introducida en el § 6: 

p(r,t)= e^f(r,p,t)d } p, (13.9) 

donde e es la carga dc una partlcula aislada. Con el fin de que (13.8) y 

(13.9) sean equivalcntes, la funcibn de distribucibn/(r,p,r ) debe ser en su- 
ficientc grado “de gruesos granos”, o sea, describir la distribucibn de las 
particulas en volumenes macroscbpicamente pequefios. 

Al haber en el sistema varias clases de particulas, se introduce la fun¬ 
cibn de distribucibn f a (r, p, t ) para las particulas dc cada clase. En este ca- 
so, la fbrmula (13.9) se gencraliza de la siguiente forma: 

p(r,l)= £ e a \/ a (r,p,t)d 3 p, (13.9a) 

# 

donde la suma se realiza por todas las clases de particulas. 

Pero la nocibn de densidad volumbtrica de la carga no debe estar ligada 
obligatoriamente con el valor promediado; tambibn puede ser introducida 
para describir cargas "puntuales”, es decir, objetos cargados de pcqueflo 
tamaflo (en particular, las particulas elementales). Para etlo se hace uso de 
la funcibn delta de Dirac (Complemento IV). La carga puntual e a que yace 
en un punto con radio vector r a (t ) crca una densidad volumbtrica de la car¬ 
ga 

P a (r, t ) = ej>(r - r a (l )). (13.10) 

De modo anblogo podemos escribir la densidad volumbtrica de un sistema 
de cargas puntuales: 

p(r.‘)° 2 eJ6(r -»■„(/)), (13.11) 

a 

donde la suma se toma por todas las cargas. 

Puesto que las particulas cargadas estbn en continuo movimicnto, 
hablando en general, con el estb ligado el transporte de la carga elbctrica. 
El fenbmeno de transporte de la carga recibe el nombre de corriente elictri- 
ca. Su caracteristica cuantitativa puede ser introducida como un vector que 
en cada punto determina la direccibn de la velocidad y la cantidad de la car¬ 
ga que se transporta: 

j(r.O = py, (13.12) 

donde p es la densidad volumbtrica de la carga y v(r, i), la velocidad media 

6’ 
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de las cargas en el volumen A V. El vector j es llamado densidad volumilri- 
ca de corriente que se puede expresar por la funci6n de distribucidn/ (r,p, 
t) del modo siguiente: 

j(r,t) = e\vf(r,p,t)d i p. (13.13) 

A1 haber partlculas de distinta clase, en iugar de (13.13), tendremos 

J<r.l) = I e a \vf a (r.p,t)d>p. (13.13a) 

a 

Por fin, si tratamos un sistema de cargas punluales y no efectuamos la 
mediacidn por volumenes macroscdpicamente pequefios, entonces 

}<r.‘)= (13.14) 


Esta ultima fdrmula se obtiene de (13.11) y (13.12) si tomamos en conside- 
raci6n que las cargas yacen en puntos discretos, con la particularidad de 
que la velocidad v en cada punto coincide con la velocidad de la carga. 
Escribamos ahora S in , por medio de las magnitudes o y/'. Tcnemos 




donde hemos introducido cl ticmpo linico l para todas las particulas. Mfis 
adclantc 


5 ,„,= + 


E*J 




dx° 
c>p(f a , t) — = 


±IE ^v a (/)3(r - r a )4 (r, I )d*x - ^ ce a 6(r - r a )<p(r, I )d*x, 


donde en la segunda igualdad pasamos a la integracidn por el 4-volumen 
introduciendo la funcidn delta. De la ultima igualdad vemos que si introdu- 
cimos la magnitud de cuatro componcntes 

r = <c.p.y> = £ e ° u ‘J' ~ % 6(r ~ (1315) 


donde p y j se dan en las fdrmulas (13.11), (13.14), entonces 

S 1M = —(13.16) 

Como es invariante y d*x tambien lo es (v6ase el § 2), / es el vector 
cuatridimensional de la densidad de corriente. Sus componentes se trans- 
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forman como la coordenada y el tiempo al pasar a otro sistema inercial, es 
decir, 

i'x = y(Jx - P K ). jy = jy j z = Jf C P' =y(cp - . (13.17) 


Mediante estas mismas f6rmulas se determina la ley de transformacibn de 
la concentracibn n y la densidad del flujo ns de las particulas, magnitudes 
quese diferencian dep y j por el factor invariante e. Las igualdades (13.15) 
proporcionan la relacibn entre la densidad de la 4-corriente y la 4-velocidad 
de las particulas cargadas. Como / y u‘ son 4-vectores y e , escalares, el 


producto 


■Ph- 


r a (t)) lo mismo que la suma de tales productos de- 


ben ser obligatoriamente un invariante relativista. Esta indicacibn serA uti- 
lizada en el § 16 al construir el tensor energla — impulso. 

Veamos qufc propiedad debc poscer la 4-corriente j‘ para que la teoria 
conserve la invariancia gradiental. Transformando el 4-potencial de acucr- 
do con (8.16), donde x es una funciCn escalar diferenciable tendremos 


5 ini — S ir 


p-J/'C t)^rd\. 


dx‘ 


Scguidamcnte, transformemos el integrando por medio de la identidad 
1 dx‘ Ax' U X> X dx‘ 


El primer tbrmino en el segundo miembro es una 4-divergencia que durante 
la intcgracibn se reduce a la integral por la hipersuperficie tridimensional 
que abarca el 4-volumen: 


= S„ 


^(AW-dr 


Aqui dS, es la proyeccibn de un elemento de la hipersuperficie sobre el eje/. 
Como en el limite del 4-volumen todas las magnitudes cstAn prolijudas, la 
variacibn del segundo tirmino se reduce a cero. La ultima integral, si se di- 
ferencia de cero, proporciona una variacibn no nula, lo que convierte la 
teoria en invariante gradiental. Para que clla se rcduzca a cero con la fun- 
cibn x y el volumen de integracibn arbitrarios, es precisa la reduccibn a ce¬ 
ro de la 4-divergencia de la densidad de corriente 


W 

dx 1 

o bien en forma tridimensional 


= 0, 


— + divj = 0 

at 


(ecuacibn de continuidad). 


(13.18) 

(13.19) 
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Las igualdades (13.18) y (13.19) expresan unade las mbs importantes le- 
yes de electrodinbmica: la ley de la conservaci6n de la carga. Con el fin de 
cerciorarnos de esto, integremos (13.19) por un volumen arbilrario tridi¬ 
mensional V y hagamos uso del teorema de Ostrogradski — Causs. Obte- 
nemos la igualdad 

-~^^pd 3 x= (13.20) 

<n (s> 

que muestra que la variacibn de la carga en el volumen V s61o puedc trans- 
currir a cuenta de su flujo por el limite del volumen. Si bste abarca todo el 
espacio y en la infinidad la densidad de corriente elbctrica es igual a cero, 
entonccs 

^ = 0, Q= const, (13.21) 

dt 

donde Q = jp cl V es la carga total del sistema. 

En calidad de cjercicio recomendamos a los lectores que se cercioren 
por medio de sustitucibn directa que pyj determinadas con las igualdades 
(13.11) y (13.14), satisfacen la ecuacibn de continuidad (13.19). 

Seflalemos que no scria corrccto considcrar (13.18) y (13.19) como el 
corolario de la invariancia gradiental de S^,,. Estas rclaciones expresan en 
forma difcrencial una de las leycs fundamentales de la naturaleza, la de la 
conscrvacibn de la carga elbctrica. Debe considcrarse como una ley experi¬ 
mental confirmada hoy dla por todos los fcnbmenos fisicos tanto macros- 
cbpicos, como microscbpicos. Precisamente la conscrvacibn de la carga 
elfcctrica hace que la magnitud S jn , sea gradientalmente invariante. 

13.3. Ecunciones de Maxwell. Ahora ya disponemos de todo lo necesa- 
rio para deducir las ecuaciones de Maxwell. Hagamos uso del principio va- 
riacional: la evolucibn del campo en el espacio y el tiempo (para su valor 
pretijado en el limite de una regibn cuatridimensional) transcurre de forma 
que su accibn queda estacionaria, es decir, su primera variacibn se reduce a 
cero. 

Con el fin de obtener las ecuaciones del campo hay que variar el 
4-potencial, considerando prefijado el movimiento de las particulas carga- 
das (la magnitud /). Esto permite escribir la accibn en la forma 

S --S(-Tsr w * + ? J, '‘<> V ,13 - 221 

omitiendo el sumando S pin que no depende del 4-potencial, sino que sblo 
de las coordenadas de las particulas. Recordemos que al deducir las 
ecuaciones de movimiento de las particulas (en los §§ 8,9) varibbamos, a la 
inversa, las coordenadas de estas con A, prefijado. 
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AJ calcular las variaciones de 6S hagamos uso de la posible conmuta- 
cibn de las operaciones de integracibn y variacibn, asi como de las rela- 
ciones 

S(F' k F, k ) = F'tBFj, + FjfiF'* = 2F‘ k 6F it 
y 




Cambiando en el primer termino los indices obtenemos 


f>(F‘ k F, k ) = -4F'*6 


BA, 

Bx k 


despues de lo cual escribimos la variacibn de la accibn en la forma 

< ’ 3 ■ 23, 

A continuaci6n, cambiamos de lugar la diferenciacibn y la variacibn 

d 


3x k 


TT M, 
Bx* ' 


y transformamos el integrando 




La integral de la divergencia (primer sumando) se transforma en una in¬ 
tegral por la superficie que limita el 4-voIumen de integracibn y que para la 
variacibn se reduce a cero, ya que debemos considerar que el campo esta 
prefijado en el limite de la regibn de intcgracibn. 

Como rcsultado la variacibn de la accibn adquiere el aspecto 


Con SA, arbitrario la igualdad SS = 0 sblo se realizarb si 

BF ,k 4ir 
^F= /• 


(13.25) 


Esta es una de las ecuaciones ** de Maxwell escrita en forma covariante, o 
sea, con el aspecto de la igualdad de dos 4-vectores. La propia forma de 


*'A1 realiaar laanotaddn dela igualdad (13.25) en proyecciones obtenemos 4 ecuaciones 
U = 0. 1. 2, 3). 
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anotacibn de la ecuacibn nos indica que tiene igual aspecto en todos Ios sis- 
temas inerciales, aunque los valores tanto del primer miembro como de! se- 
gundo, en general, son diferentes en distintos sistemas. 

La ecuacibn (13.25) enlaza el tensor del campo F ik con las fuentes/ que 
son particulas cargadas en movimiento. Una ecuacibn mbs puede ser obte- 
nida haciendo uso de la derinicibn (9.6) de por medio del 4-potencial. 
Confeccionemos un tensor de III rango 


_ 3F„ dF u 

aP' + dx' + ~dP-' 


(13.26) 


cuyos sumandos segundo y tercero son obtenidos del primero por medio de 
la permutacibn clclica de indices. Sustituyendo (13.26) en lugar de F,k sus 
expresiones (9.6) mediante las derivadas del 4-potencial por las coordena- 
das tendremos 


R, 


d 2 A. 


hi ■ 


dx'dx 1 


d 2 A t 

dx'dx * ' dx'dx * 

• a * A ‘ - a * A 


d 2 A, d 2 A„ 
= 0 


dx k dx' dx k dx‘ 


ya que las derivadas mixtas no dcpendcn del orden de la derivacibn. Como 
resultado obtenemos la ecuacibn de la forma 


d -pt + 

dx' 




(13.27) 


que cs la segunda ecuacibn de Maxwell escrita, como (13.25), en forma co- 
variante. A1 coincidir cualquier par de indices (teniendo en cuenta la 
antisimetria F lk = -F kl ) el primer miembro de la ecuacibn (13.27) se redu¬ 
ce a cero de manera idintica. Por esto, las relaciones diferenciales no tri- 
viales entre los componentes F lk sblo son obtenidas de (13.27) en los casos 
i & k * I. Semejantes combinaciones sblo hay cuatro, la ecuacibn (13.27) 
proporciona cuatro ecuaciones diferenciales de primer orden para los com¬ 
ponentes del campo electromagnbtico. Las ecuaciones (13.25) y (13.27) for- 
man el sistema completo de ecuaciones de Maxwell que dcscriben el campo 
electromagnfetico de cargas en movimiento en el vacio. 


§ 14. Forma tridimensional de las ecuaciones de Maxwell y su Iigaz6n 
con las leyes experimentales de electromagnetismo 

14.1. Ecuaciones de Maxwell en forma tridimensional. Para fines prbc- 
ticos es cbmoda la forma tridimensional de anotaci6n de las ecuaciones de 
Maxwell por medio de los vectores de intensidad E, H. Es fbcil de obtenerla 
de las igualdades (13.25) y (13.27) mediante las tablas (9.15). P. ej., hacien- 
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do en la ecuaci6n (13.27) / = 0, k = 1,1=2 


o bien 


3E x 1 3H, 3E, _ 0 

3y c 3t 3x 


roi z E = 


I 3H Z 
c 3t ‘ 


Otras combinaciones de los indices 0, 1, 2 ofrecen dos proyccciones mis de 
esta igualdad, que toma la forma definitiva 


rot£ = — 


l d JL 

c 31 ' 


(14.1) 


Si / = \,k = 2 ,1 = 3 

div/Z = 0. 

Si / = 0 de la ccuaci6n (13.25) se desprende 
divE = 4*p, 


si / o 1, 2, 3 


04.2) 

(14.3) 


rot H 



\3E 
c 3t' 


04.4) 


Asi, pucs, cn la anotaci6n tridimensional obtuvimos cuatro ecuaciones de 
Maxwell: dos vectoriales y dos escalares. 

Seflalemos ciertas propiedades caracteristicas de este sistema de 
ecuaciones. Todas las ecuaciones son lineales, lo que pentiite, como vimos 
cn el § 13, satisfacer el principio de supcrposici6n de los campos en el 
vacio. Si el campo electromagnfetico es alternativo con el tiempo, es decir 
3E/3( * Oo bien 3H/3I * 0, los dos vectores E y H son simult&neamente 
distintos de cero. El campo electromagnitico existe como un todo unico y 
se describe con dos intcnsidades. En el caso de campos continuos el sistema 
se divide en dos pares de ecuaciones: 

rotE = 0, divE = 4w p (14.5) 

rot// = = 0, (14.6) 


es decir, los campos el6ctrico y magndtico continuos pueden existir inde- 
pendientemente. 

La densidad de la carga p(r, 1) y la densidad de corriente j(r, i ) 
desempefian el palel de fuentes del campo electromagnetico. Pero una 
importantisima propiedad del sistema de ecuaciones de Maxwell consiste 
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en la posibilidad de existir el campo incluso al no haber fuentes. Para p = 
= j = 0 las ecuaciones toman el aspecto 


rot£ = 


c dt ' 


div£ = 0, 


rot// = 


J_d£ 
c at’ 


div// = 0. 


(14.7) 


Este sistema tiene soluciones no iguales a cero dependientes de las coorde- 
nadas y el tiempo que serin estudiadas con detalle en el cap. VI. Este es un 
testimonio mis de la realidad fisica del campo elcctromagnetico, de su 
equivalence con otras formas de materia. 

14.2. Forma integral de las ecuaciones de Maxwell. En el p. 14.1 ya he- 
mos seflalado la ligazon de las ecuaciones de Maxwell con el principio de 
superposiciOn de los campos. Ahora nos hemos de cerciorar que otras leyes 
experimentales de los fendmenos elictricos y magneticos tambien pueden 
ser deducidas del sistema (14.1) — (14.4). Comencemos por la ley de la 
conservacidn de la carga electrics. 

Aplicando a ambos miembros de (14.4) la operaci6n div tendremos 

A div£ + 4* div/ = 0. (14.8) 


ya que div rot H ■ 0 cs idintico para cualquier H. Sustituyendo en (14.8) 
div£ = 47rp obtcnemos la ccuacidn de continuidad 


— + divy = 0. 

at 


(14.9) 


La ligazdn cntrc la ultima ecuacidn y la ley de la conscrvacibn de la carga 
total del sistema Q = \pdV ya fue examinada en el p. 13.2. 

Para cl posterior anilisis es cimodo escribir las ecuaciones de Maxwell 
en forma integral. Integremos los dos miembros de (14.3) por el volumen 
V, tornado al azar y hagamos uso del teorema de Ostrogradski — Gauss 

j divEdV = §E dS, 

<y> ts> 

donde S es una superficie cerrada que abarca cl volumen V. Esto nos pro- 
porciona la forma integral de la ecuacidn (14.3): 


§E dS = \pdV. (14.10) 

«> <n 

No vamos a detenernos en la utilizacidn de esta ecuacidn para calcular 
los campos de las distribuciones de la carga de simetria simple, ya que cstas 
cuestiones deben ser bien conocidas por el lector del curso escolar de fisica. 
S61o vamos a recordar que con una carga puntual inmdvil e de (14.10) sigue 
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la ley de Coulomb en la forma 

E = ^iJ< (H-H) 

donder es el radio vector trazado desde el punto donde se encuentra la car- 
ga hasta el punto de observacidn. 

La forma integral de la ecuacidn (14.2) es obtenida de (14.10) sustitu- 
yendo E — H, p — 0 y toma el aspecto 

jH-dS = 0, (14.12) 

in 

o sea, cl flujo dc la intensidad del campo magndtico por cualquier superfi- 
cie cerrada es igual a cero. De la comparacidn de (14.12) y (14.10) sigue que 
en la naturaleza no hay cargas magneticas an&logas a las electricas. La ca- 
rencia de 6stas conduce a las ecuaciones no simdtricas de Maxwell: en tanto 
que en las ecuaciones (14.3) y (14.4) para div£ y rot H entran las densida- 
des de la carga y la corriente eldctrica, en las ecuaciones (14.1) y (14.2) para 
rotC y divW las densidades de las cargas “magneticas” y de sus corrientes 
no figuran. Esta falta de simetria incitd a P. Dirac a proponer en 1931 la hi- 
pdtesis sobre la posibilidad de la existencia de cargas magneticas elementa- 
les (el monopolo magn6tico de Dirac). Pero los multiples intcntos dc des- 
cubrir los monopolos magneticos por via experimental hasta la fccha no 
han tenido ixito*'. Por ello, no hay fundamentos para incluir, en la actuali- 
dad, en las ecuaciones de Maxwell las cargas “magneticas". 

La forma integral de la ecuacidn (14.1) se alcanza integrando los dos 
miembros por cierta supcrficie no cerrada S, haciendo uso dc la teoria de 
Stokes: 

^ rot E-dS = §E-dl, 
in <o 

donde l es un contorno cerrado sobre el que se apoya la superficie S. Des¬ 
pues de la imegracidn la expresidn (14.1) toma el aspecto 

<£ E dl = ^ HdS. (14.13) 

to is) 

En el segundo miembro de la igualdad entra la velocidad de variacidn 

del flujo magnetico i — J H dS que pasa por el contorno cerrado. La in- 
e> 

tcgral en el primer miembro rf= |E dl recibe el nombre d efuerza electro- 

•' Una cxposicidn mis detallada del problems de monopolo magnftico. asi como tndica- 
cifln de las correspondientes obras. pueden ser halladas en el libro de S.V. Vonsovski (311- 
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motriz (f.e.m.). De este modo, (14.13) puede ser escrita en la forma 


— — 


j_ a* 

c dt' 


(14.14) 


donde la abreviatura “ind” indica la naturaleza de la f.e.m., es decir, la 
fuerza electromotriz de induccidn provocada por la variacidn del flujo 
magnetico. La igualdad (14.14) expresa la ley de ta induccidn electromag- 
netica establecida por Faraday: en un conductor cerrado ubicado en un 
campo magn&tico alternativo surge una corriente proporcional a la veloci- 
dad de variacidn del flujo magn6tico que pasa por el conductor. La 
corriente proporcionada se debe al campo eldctrico que crca el movimiento 
dirigido de las cargas en el conductor. Bas4ndonos en el car&cter objetivo 
dc los fendmenos de la naturaleza, debemos suponer que al variar el campo 
rnagnilico en la regidn del espacio dada, en ella surge un campo elcctrico 
inducido independientemente de la presencia de un conductor en el que el 
campo puede provocar el surgimiento de la corriente. Asi, pues, la 
ccuacidn de Maxwell (14.1) puede ser considerada como la forma diferen- 
cial de la ley de induccidn electromagnetica de Faraday. 

Analicemos ahora cl sentido dc la ecuacidn (14.4). De la estructura de 
su segundo miembro se deduce que en la naturaleza existen dos g6neros dc 
fuentes del campo magnetico: las corrientes elfectricas creadas por las 
particulas cargadas y la variacidn con el tiempo de la intensidad del campo 
1 BE 

eldctrico. El sumando - — fue introducido por Maxwell en la ecuacidn del 
c dt 

campo electromagnitico y recibe la denominacidn de corriente de desplaza- 
miento. Aunquc es distinto el origen fisico de la corriente de las particulas 
cargadas y de la corriente de desplazamiento, ellas desempeflan un papel 
equivalente como fuentes del campo magnfctico. 

Para dE/dt = 0 la ecuacidn (14.4), junto con la (14.2), determina el 
campo magnetico creado por corrientes estacionarias. La intcgracidn de es¬ 
te sistema de ecuaciones permite llegar a la ley de Biot — Savart, es decir, a 
la expresidn para la intensidad del campo magnetico creado por un 
pequebo segmento de un conductor con corriente. Esta deduccidn ser4 
aducida en el cap. V. 

La forma integral de la ecuacidn (14.4) se obtiene del mismo modo que 
para (14.1). Ella tiene el aspecto 


Hdl~ ^ j E dS, (14.15) 

I tS) IS) 

donde / es un contorno cerrado arbitrario que limita la superficie S. 

Desde el punto de vista formal, la ccuacidn (14.2) puede considerarse 
como una condicidn inicial universal (o sea, igual para todos los proble- 
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mas) para la ecuaci6n (14.1). En realidad, tomando la divergencia de los 
dos miembros de la ecuacibn (14.1) hallamos 

— di vH = 0, 
dt 

de donde di = div//(r, /q). Si div// = 0 para t = t 0 , la ecuacibn 
(14.1) asegura el cumplimiento de esta igualdad en todos los momentos de 
tiempo. 

De forma andloga podemos considerar que la ecuacibn (14.3) es condi- 
ci6n inicial universal para las ecuaciones (14.4) y (14.9): de ellas se despren- 
de la independencia de la diferencia divE — 4*-/> del tiempo. Su anulacibn 
en el momento inicial I = t 0 lleva al cumplimiento de la ecuacibn (14.3) pa¬ 
ra todo tiempo. 

Los problemos electrodindmicos pucden ser planteados de distintas ma- 
neras. El caso mbs sencillo es aqufcl en el que es posible considerar las mag¬ 
nitudes p y j prefijadas, es decir, la distribucibn de las cargas y corricntes en 
el espacio y el tiempo son conocidas de antemano. Claro estd que al mismo 
tiempo debe realizarse la ecuacibn de continuidad (14.9). El problema se 
reduce a la integracibn de un sistema de ecuaciones iineales (14.1) y (14.4) 
con las condiciones iniciales (14.2) y (14.3). 

No obstante, por regia, semejantc planteamicnto del problema es apro- 
ximado y no siempre posible. Con mucha frccucncia el movimiento de las 
particulas cargadas es de antemato desconocido. 

Las ecuaciones de Maxwell (14.1) — (14.4) han de completarse con 
ecuaciones de movimiento de las particulas (9.6) y resolverse en con junto. 
Debido a que en el caso general las coordenadas y la velocidad de las 
particulas serbn complicados funcionalcs de las intensidades del campo, el 
sistema de ecuaciones se convertirS en no lineal. Tal planteamicnto del 
problema, siendo de mayor precisibn, tambien resulta mucho mils compli- 
cado. 

14.3. Sistemas de unidades de mediddn de las magnitudes elfcctricas y 
magneticas. Hasta el momento hem os hecho uso del sistema absoluto (de 
Gauss) de unidades. Es el mbs cbmodo para las investigaciones fisicas, 
puesto que en las ecuaciones de Maxwell entra de manera explicita como 
coeficiente la constante fundamental c, o sea, la velocidad de propagacibn 
de las ondas electromagnbticas en el vacio, coincidente con la velocidad 
llmite de propagacibn de las interacciones. Este hecho facilita el estableci- 
miento de la ligazbn de la teoria del campo electromagnbtico con la teoria 
especial de la relatividad y la comprobacibn de covariacibn relativist a de las 
ecuaciones de Maxwell. 

Pero en el transcurso de los ultimos aflos para Ernes pr&cticos (en lo fun¬ 
damental relacionados con las necesidades de electrotecnia y otras 
lecnologtas) con creciente amplitud se introduce el llamado Sistema lnter- 
nacional de Unidades (SI). Aqui no vamos a exponer con detalle las cues- 
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tiones ligadas con los sistemas de unidades, ya que consideramos que estos 
son conocidos del curso de fisica general (p. ej., el § 85 del manual de 
D. V. Sivujin [821 (en ruso) y sblo nos limitaremos a la anotacibn de las re- 
laciones fundamentales del sistema SI. En el indicado sistema de unidades 
el campo magnetico en el vacio se describe con cuatro vectores E, D,By H. 
Las ecuaciones de Maxwell en el sistema SI se comparan con esas mismas 
ecuaciones en el de Gauss, escritas junto a las primeras: 


rote = ~- B , 
dt 

toiH =j + —, 
dt 


_ 1 

to\E = —, 
c 3 1 

„ 4ir . 1 3E 

rot// = 

c c dt 


(14.16) 


divi? = p, divE = 4wp, 
divfl = 0, div// = 0. 


Los vectores E,D y B, H estbn ligados a pares con las siguientes relaciones 
D = efi, B = pji, (14.17) 

dondc 

10 7 

60 = F/m y "o = 4x- 10- 7 H/m (14.18) 

son las constantes clectrica y magnet ica. Estas magnitudes que surgen en cl 
SI no tienen por scparado ningun sentido fisico razonable; s61o su combi- 
nacibn (e^o ) -1/1 = c represents la velocidad de propagacibn de las pertur- 
baciones electromagniticas. 

Por su aspccto exterior, las ecuaciones de Maxwell en cl SI ((14.16) co¬ 
lumns izquierda) parecen ser mbs sencillas que en el sistema de Gauss (co¬ 
lumns derccha). Debido a esto, el lector puede imaginarse que el cmplco 
del SI puede simplificar la anotacibn de las fbrmulas. Pero esto no es asi. 
Ademds de la carencia en 61 de la constante fundamental c, lo que ya hemos 
indicado, y en su lugar, la presencia en ellas de “las permeabilidades 
elbctrica y magnbtica del vacio” e 0 y p 0 , magnitudes sin sentido fisico algu- 
no y que pasaron a la teoria del electromagnetismo de los tiempos del “iter 
portaluz”. Adembs, el SI tiene una serie mbs de insuficiencias de principio. 
Indiquemos algunas de ellas. 

1. A1 no haber materia, el campo clcctromagnbtico se describe con 
cuatro diferentes vectores, en tanto que, en realidad, sblo hay dos, los que 
se emplean en el sistema de Gauss, E y H. 

2. Los cuatro vectores £, D, H, B tienen diferente dimensibn, por lo 
que, con frecuencia, es neccsaria la operacibn de comparacibn del valor de 
las intensidades de! campo que con facilidad se verifica en el sistema gau- 
ssiano (£ > H, E < H) y requiere en el SI hacer uso de los coeficientes adi- 
cionales e 0 , p 0 . Esto es tan absurdo para un campo electromagnfetico unico, 
como la medicibn de la largura, anchura y altura de cierto objeto con mag¬ 
nitudes de diferentes dimensiones. 
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3. Ademis de las tres magnitudes fundamental — longitud, tiempo y 
masa — del sistema de Gauss, en el SI se introduce una cuarta magnitud 
con dimensi6n independiente. Como tal han elegido la inlensidad de la 
corriente en amperios, cosa hecha por razonamientos puramente pricticos. 

Las indicadas insuficiencias de principio dificultan el empleo del SI pa¬ 
ra la enunciation de las leyes fundamentals de la teoria del campo electro- 
magnOtico. Pero para la solution de problemas prOcticos, de ingenierla, el 
SI resulta ser suficientemente c6modo y para ellos su utilization se justifica 
plenamente. La conversion de las ecuaciones y unidades de medici6n fun- 
damentales de un sistema a otro puede realizarsc sin dificultades con las 
tablas aducidas en el Complemento V. 


§ 15. Condiciones de frontera para los vectores 
del campo electromagnetico 

Examinemos las superficies en las que las magnitudes pyj ticnen cicrtas 
singularidades (o sea, sufren saltos o se reducen a la infinidad). Claro csia. 
que semejantes superficies especiales s61o pucden ser creadas por mcdios 
materiales (conductores, dielOctricos, cuerpos imantados); su estudio ser A 
realizado en la segunda parte del libro. Pero vamos a estudiarlas ya en la 
prescnte parte, dedicada fundamentalmcntc a la electrodin&mica microscO- 
pica, con cl fin de ampliar el circulo de problemas para los cjercicios practi¬ 
ces. En las superficies especiales, hablando en general, las ecuaciones dife- 
renciales de Maxwell no son aplicables, ya que las derivadas de £ y H en se¬ 
mejantes superficies pueden perder su sentido. Por esto, las ecuaciones di- 
fcrencialcs se sustituyen por ciertas condiciones de juntura de los compo- 
nentes del campo que se deducen de la forma integral de las ecuaciones de 
Maxwell. 

15.1. Condiciones para los componentes normalcs. Comencemos la 
consideration por las ecuaciones (14.10): 

§EdS = Ax\pdV. (15.1) 

is> in 

Elijamos el volumen V en forma de un cilindro de pequefio radio y altu- 
ra h, cuyas bases son paralelas a la superficie especial £ a considerar 
(fig. 15.1). Representemos el primer miembro de la ecuaciOn (15.1) aproxi- 
madamente en la forma 

§E-dS => E n2 AS + £„|AS + (15.2) 

donde AS es el Orea de la base del cilindro, N Ui , el flujo del vector E por su 
superficie lateral. A continuation, es evidente que 



donde con £, y E 2 se han designado los valores del vector £ por los dos la- 
dos de la superficie especial. La normal n esti dirigida de la region (1) a la 
(2). 
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Haciendo uso del teorema del valor medio, el segundo miembro de la 
igualdad (15.1) se representa en la forma 

\pdV*>phAS. (15.3) 

in 

En total, hallamos 


C E - £,„)AS + N la « 4rphAS. (15.4) 

Pasemos en csta igualdad al limited — 0 de forma que las bases del cilindro 
coincidan con la superficie Y • Como en tal caso la superficie lateral del ci- 
Undro tiende a cero y el campo £ queda limitado*', N Ul — 0 con h — 0. De- 
/ signemos 

jira ph = o. (15.5) 

La magnitud a recibe el nombre de densidad superficial de la carga. Es dis- 
tinta de cero si la densidad ordinaria p tiene singularidad en Y , as! que en 



una fina capa superficial se encuentra una carga finita. De forma que si en 
todo lugar p estb limitada, aunque sufra un salto, a = 0. En definitiva, pa¬ 
ra los componentcs de E la condici6n de frontera toma el aspecto 

E 2n ~ E ln = (15.6) 

Esta condicibn es justa para cualquier superficie. En una superficie regular 
a = 0 y £„ es una magnitud continua. En una superficie cargada E„ sufre 
un salto. 

Toda la deduccibn aducida conserva tambi£n plenamente su sentido pa¬ 
ra la ecuacibn (14.12). Pero como el segundo miembro de (14.12) es en to- 
do lugar igual a cero, el componente normal del vector H es continuo en to¬ 
da superficie: 


" W„ = o. 


(15.7) 


*' La inicnsidad E sc reduce a la iuflnidad s61o al haber cargas puntuales (viase la fftrmu- 
la (14.11)) e hilos cargados. Eslos dos casos sou omilidos en nueslros razonamiemos. 
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15.2. Condiciones para los componentes langenciales. Partimos de la 
ecuaciOn (14.15): 

§ H dl = T \ JdS + Y Jf'"' (,5 - 8) 

V) <S> <S | 

Elegimos el contorno cerrado l en forma de un pequeflo reel Angulo, cuyo 
piano es perpendicular a la superficie £ (fig- 15.2). Los vectoresn f, i for- 
man un trio de versores perpendiculares entre si. Tenemos 

$//•<//= (W*-//„)</+C* (15.9) 

(0 

donde C,, es una integral por los sectores laterales del contorno. Seguida- 
mentc 

$ j-dS-jfih. (15.10) 

(SI 

Con h — 0 la magnitud C se anula a causa de la acotaciOn del campo H 
(suponemos la carencia de contornos lineales con corriente en la superficie 



Rg. 15.2 


E )• La integral j— -dS lambien se anula, ya que S — 0 y la derivada 
dE/di estA acotada* 1 . Por fin, la magnitud 

lim J, h= i, (15.11) 

es la proyecciOn de la corriente superficial sobre la direction v. El vector i 
yace en el piano tangente a la superficie £ y es distinto dc ccro si la 
corriente de intensidad finita fluye por una fina capa superficial. Como re- 
sultado, de las formulas (15.8) — (15.11) tendremos: 

H lt -H u = ^-i,. (15.12) 

La ultima condiciOn tambiAn se escribe con facilidad en forma vectorial: 

n x (H 2 - = (15.13) 


** Es evidente, que la velocidad y la variaci6n de cualquicr magnitud fisica es finita. 
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Dc modo anblogo, de la ecuacibn (14.13) se deduce la condicibn de 
frontera para los componentes tangenciales del vector E. Debido a la aco- 
tacibn de la magnitud dH/dt, en el segundo miembro de la correspondiente 
igualdad habrb cero: 

E*~E ir = 0. (15.14) 

En conclusibn, escribamos un resumen de las condiciones de frontera en el 
sistema SI: 


D 2»~ D U,= «' 
* 2 , - 


~ B ln = 0. 

E* - E lt = 0. 


(15.15) 


§ 16. Tensor energia — impulso del campo electromagnbtico. 

Vector de Poynting 

Mbs adelante vamos a investigar el problema de la energia y el impulso 
del campo electromagnbtico. Estc ticnc no sblo importancia prbctica, sino 
lambibn de principio, ya que la presencia en el campo electromagnetico dc 
talcs caracteristicas dinbmicas como la energia y el impulso, que tambibn 
son propias de otros objetos materiales, hace evidente el carbcter material 
del campo. 

La Ibgica dc la consideracibn serb la siguiente. Vamos a partir dc las de- 
finiciones establccidas con antcrioridad de la energia y el impulso dc las 
particulas relativistas, unibndolas en un 4-tensor unico de energia — impul¬ 
so. Scguidamcnte, nos cercioramos dc que la energia y el impulso de las 
particulas, en interaccibn con cl campo electromagnetico, no son magnitu¬ 
des que se conservan. Pero si aftadimos a ellas algunas otras magnitudes, 
que se expresan con el tensor del campo electromagnbtico, es decir, si intro- 
ducimos en la consideracibn la enbrgia y el impulso del sistema total de 
particulas + campo electromagnbtico, ellas resultan ser integrals de movi- 
miento. Esta consideracibn (la conservacibn dc la energia y el impulso tota- 
les de todo el sistema) serb, precisamente, el criterio fundamental para la 
determinacibn de la energia y el impulso del campo. Asi, pues, nos basarc- 
mos en las leyes de la conservacibn de la energia y el impulso como sobre 
un principio general al que deben supeditarse no sblo los fenbmenos meeb- 
nicos, sino tambibn los electromagneticos. 

16.1. Tensor energia — impulso de las particulas relativistas. Determi- 
nemos el tensor energia — impulso rjj^, de un sistema de particulas con la 
siguiente expresibn: 

T%„ = Y, *y/>J</l - uj/c 2 6(r - r a (t )), (16.1) 

a 

donde m a es la masa, r a (t) y v a (t), las coordenadas y la velocidad de la 
particula, u' a , su 4-velocidad. El carbcter tensorial de la magnitud r'* n se 
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desprende de que u'jt* es un tensor de II rango, mientras que las magnitu¬ 
des m a y V1 — v£/c 2 6(r — r a ) son invariantes (en lo que atafle a la ultima 
magnitud, vease la observacidn en el p. 13.2). 

Por definici6n, el tensor energia — impulso es simfctrico: 

rU = T 1L- (i6.2) 

Para aclarar el sentido flsico de sus componentes reescrib4moslos con de- 
signaciones tridimensionales. El empleo de las fdrmulas (4.30) nos lleva a 


7-no 
' pan 



VI — 


Hr - r a (t )). 


(16.3) 


Despues de integrar los dos miembros de la igualdad por el volumen 
arbitrario V obtenemos 


j r^v = 

in 


E 


Vi - vi/c 2 



(16.4) 


es decir, la energia total de las partlculas en no interaccidn que sc hallan en 
el volumen V. Por lo tanto, la magnitud es la densidad de la energia 
de las partlculas en no interaccidn. 

Dcspues consideramos los componentes no diagonales del tensor 
energia — impulso: 

Y, V I -\f/c 2 ^ ~ ^ »■ ® ° 1 • 2 - 3 ~ 06-5) 


La magnitud obtenida pucdc scr interprctada dc dos maneras. Integrando 
(16.5) por cierto volumen tridimensional y escribiendo la integracidn en la 
forma 

jr^ n rfK = c^p*. (16.6) 

iKi in 

vemos que la magnitud =7'"^, puede ser considerada como la densi¬ 
dad del impulso de las partlculas multiplicada por c. Pero si (16.5) se escri¬ 
be en la forma 


r £n = 7 E <£#('■ " '„(')). (16.7) 

al comparar la expresidn (16.7) con (16.3) podemos considerada como la 
densidad del flujo de energia de las partlculas multiplicada por c. La densi¬ 
dad del impulso y la del flujo de energia se distinguen por el factor c 2 . 

Por fin, sobre la base de la determinacidn (16.1), hallamos: 

= -/■„(/)). a, (3 = '.2,3. (I 6 . 8 ) 
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El conjunto de nueve magnitudes constituye el 3-tensor de la den- 
sidad del flujo del impulso transportado por las particulas. Es natural que 
la densidad del flujo de una magnitud vectorial es un tensor de II rango. 

Si tratamos un sistema macroscbpico de iguales particulas, el tensor de 
energla — impulso es fAcil de expresar por medio de su funcibn de distribu- 
cibn /: 

- m\u t u k f(r,p,tyJ\ — u J /c i d i p, (16.9) 

donde m es la masa de la particula (invariante). El car&cter tensorial de la 
magnitud (16.9) sigue de las propiedades del integrando: recordemos que 
/ = inv y que VI — v 1 /c 1 d^p = d 3 p/y = inv (vease el p. 6.4), en tanto que 
u' y u k son los componentes de un 4-vector. La expresibn (16.9) se convierte 
en (16.1) si elegimos la funcibn de distribucibn en la forma 

flr.P.t ) = £ «(f - r„{t))S(p - p a (/)) (16.10) 


y consideramos iguales las mas as de las particulas en (16.1). 

Calculemos la divergencia del 4-tensor 7"“,, tornado en la forma (16.1): 


ar** 

BU! 

dx k 


a 

+ Y, m ° u ‘° a? ~ % Kr ~ ^ (0) ' 


(16.11) 


De la definicibn de la 4-vclocidad (4.30) y del 4-gradiente (4.24), tenemos: 


i “* J 1 - i 6(r _ r ' (,)) = ir S(r ~ r,(t)) + v °' V6{r ~ 


=■ -^i-V6(r ~ rjf)) + v, ■ V6(r - r a (t)) = 0. 
at 

M&s adelante, como u‘ a es s61o funci6n de /, entonces 

i4 = i^;K- =0c ona= 1,2,3. 
dx° c di dx a 

Como resultado, uniendo (16.11) — (16.13), obtenemos 

3 5°= £ 


(16.12) 


(16.13) 


(16.14) 


Las transformaciones posteriores del segundo miembro serdn realiza- 
das mediante la ecuacibn de movimiento con ayuda de la derivada por el 
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tiempo (de coordenadas) ordinario: 

du‘ 




= fs F ,k iA /lTa. 
dt c a Sj c 2 


Poniendo (16.15) en (16.14), tendremos 

T? = £ 7 "sF?* - '■«>« -7 


(16.15) 


(16.16) 


donde hemos hecho uso de la densidad de 4-corriente (13.15) y una de las 
propiedades de la funci6n delta: 

- r,)F? m 5(r - r.)F*<r a . I) = 6(r - r„)F>, t). 

16.2. Tensor de energia — impulse del campo electromugnclico. Repre- 
sentemos el segundo miembro de la igualdad (16.16) cn forma de la 
4-divergencia de cierto 4-tensor de 11 range, 7'cl m po> Q ue fuese compuesto 
de los componentes del 4-tensor del campo F‘ k \ 

i st-/* 

(16.17) 

Entonces la expresibn (16.16) toma el aspecto 

a%, + rLj = o 06.18) 


y puede ser interpretada como la ecuacibn de continuidad para cl 4-tcnsor 
total energia — impulso de un sistema que consta de particulas y de campo 
electromagnctico: 

T * ° T %n + 7'* mpo . (16.19) 

La igualdad a cero de la divergencia del tensor certifica la conservacibn de 
las magnitudes relacionadas con el, del mismo modo que la ecuacibn de 
continuidad (13.18) para la densidad de 4-corriente asegura la conservacibn 
de la carga total del sistema. 

Con ayuda de la ecuacibn de Maxwell (13.25), pasando a los compo¬ 
nentes covariantes y cambiando el indice i por k, hallamos 


^ F ‘% 


_L =_L 


4x 


ax' 


4* 


(^(F*n>-^). 06.20, 

Despufcs, transformamos el segundo miembro entre parfcntesis mediante la 
omisibn y cambio de los Indices: 

F ' d ll - F dF * - 1 F ( dF ‘ k + aFb \ 

Fk dx< ~ Fkr a7, ~ 2 
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La expresi6n entre parbntesis se puede simplificar con la ecuacibn de Max¬ 
well (13.27), en la que todos los Indices sc dcbcn subir, es decir, pasar a los 
componentes contravariantes: 


rl dF‘ k _ 1 3 F kl 
F "dx' J Fkr dxl 


_li_c F U = 

4 dx, F " 


LA. 

4 dx‘ 


g‘*F lm F'"‘. 


Como rcsultado, la igualdad (16.20) toma el aspecto 




(16.21) 


de donde sc determina el tensor energia — impulse del campo: 

TU p. - ~ (F"Ft+ \ • 06 - 22 ) 


Lo mismo que el tensor (16.1) energia — impulso de las partlculas, este ul¬ 
timo tensor tambibn es simbtrico: 

Tfa = T'jy (16.23) 

La determinacibn del tensor energia — impulso del campo no es 
univoca, ya que en el segundo miembro de (16.21) se puede abadir cual- 
quier tensor T‘ k con divcrgencia nula: dT ,k /dx k = 0. Con esto, la igualdad 
(16.21) no se viola, mientras que el aspccto de T'jk cambia. Pcro la indicada 
falta dc univocidad no se refleja en el valor de 4-impulso de un sistema aco- 
tado que continua siendo una magnitud univocamente determinada. De- 
mostremos lo dicho. 

El tensor de II rango con divcrgencia nula puede scr representado como 
la divcrgencia de un tensor dc 111 rango asimctrico: 


T’ k = 


d\ M 
dx 1 ' 


(16.24) 


donde X'*' = — X"* (por los dos primeros indices el tensor X'*' debe ser si- 
metrico: X'*' = X* w , ya que de otra forma no serd simetrico el tensor total 
energia — impulso). 

El 4-vector energia — impulso del sistema partlculas + campo electro- 
magnetico, de acuerdo con (16.4), (16.6) y (16.19) se expresa en la forma 

(16.25) 

aqui, la integracibn se efectua por todo el espacio tridimensional. A1 afladir 
al tensor energia — impulso la magnitud (16.24) el 4-impulso (16.25) recibe 
la adicibn 

P‘ = - \ d -AldV. (16.26) 

c J dx' 
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donde, a causa de la asimetria del tensor X'®, el indice / toma los valores l, 
2, 3. Por eso, la magnitud 

a\ M _ a\"* 

dx 1 dx a 

es una divergencia tridimensional y la integral (16.26) se transforma en una 
integral por una superficie infinitamente alejada que abarca todo el volu- 
men tridimensional: 




\ i0a dS„ 


(16.27) 


Esta integral se anula para un sistema acotado. Asi, pues, P‘ = 0 y la no 
univocidad de la definici6n de no viola la univocidad dc la defini- 

ci6n de la energia y el impulso totales del sistema. Pero, hablando en gene¬ 
ral, las densidades de estas magnitudes no se determinan univocamente. 
Las expresiones que siguen del tipo concreto (16.22) del tensor cncrgla — 
impulso son de uso general y, por lo visto, se confirman por el experimento 
para todos los fen6mentos fisicos estudiados hasta la fecha. 

16.3. Energia del campo. Vector de Poynting. Tensor de tensiones de 
Maxwell. En correspondencia con la expresi6n (16.25) para el 4-impulso de 
un sistema, podemos interpretar r“ rapo = w como la densidad de la 

energia del campo, micntras que ~ = g a , como la densidad de su 

impulso (tridimensional). Con ayuda de las formulas (16.22) y (9.15) es f&- 
cil expresarlas por las intensidades del campo: 


w = _L (£■* + h 2 ), 

OTT 


(16.28) 


g = —- E x H. (16.29) 

4 rc 

Mis arriba (en el p. 16.1) ya hemos visto que la magnitud puede 
ser considerada como la densidad del flujo de energia de las particulas. 
Anidoga intcrprctacidn tambiin es posible para = c 2 g a = y a . El 

conjunto de los componentes de Tg mpo (con a = 1, 2, 3) forma un vector 
tridimensional y que recibe el nombre de vector de Poynting: 

y = ~E x H. (16.30) 

A causa del importante papel que desempeftan las magnitudes w y y en 
la teoria del campo electromagnetico, vamos a deducirlas una vez m4s di- 
rectamente de las ecuaciones de Maxwell en forma tridimensional. Escriba- 
mos 


rotE = 


\SH_ 
c at ’ 


,, 4ir . \ dE 

rot// = —i h- 

c c at 
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y confeccionamos la expresibn bilineal 

H-ratE — E-rotH = -- (h V'+E-’Pi - —j-E. (16.31) 

c \ dt dt) c 

Haciendo uso de la identidad 

rot[£ x H) = H-rotE - E toiH 

y dividiendo los dos miembros de la igualdad (16.31) por 4tt/c, escrib4- 
mosla en la forma 


^l+div 7 = -j-E. (16.32) 

at 

Esta ecuaci 6 n diferencial expresa el balance de energla del campo electro- 
magneuco: despues de integrar (16.32) por el volumen y transformando la 
integral de div-y segun el teorema de Ostrogradski — Gauss, obtenemos 




(16.33) 

v v ( 

La ultima igualdad muestra que la energia total del campo electromagneti- 
co cn el volumen V 

•= j (E 1 + H 2 )dy, (16.34) 

V) 


W ■■ 


al no haber particulas cargadas (/’ = 0 ) s61o varia a cuenta del flujo del vec¬ 
tor de Poynting que pasa por la superficie de dicho volumen: 

j-f 06.35) 

Basdndonos en la ley de la conservacibn de la energia, la integral 
fyy-dS dcbe ser considcrada como el flujo de cncrgia que pasa por una 
IS) 

surpeficie cerrada. Pero la interpretacibn de 7 como la densidad del flujo 
de energla no es univoca: la adicibn 7 de una magnitud del tipo rot f’, don- 
de T es un seudovector, a pesar de no hacer variar el flujo total de energia 
varia su densidad. No obstante, semejante falta de univocidad en la deter- 
minacibn del vector de Poynting no se refleja en aquclla parte de la energia 
del campo electromagnbtico que se transmite a la sustancia durante la inte- 
raccibn de esta con el campo. La energia es transmilida a la sustancia que 
ocupa cierto volumen (macroscbpico o microscbpico) y, por lo tanto, la 
energia transmitida ha de determinarse con la integral por dicho volumen 
partiendo de divy, mientras que div rotf = 0 . 

Al haber particulas cargadas la energia en el volumen V tambibn varia a 
cuenta del trabajo del campo electrico sobre las particulas. La densidad de 
la potencia de las fuerzas electricas, que sobre las particulas actiian, se 
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express con el producto j-E. Las fuerzas magneticas no realizan irabajo, 
sino que sblo varian la direccibn de las velocidades de las particulas. La in¬ 
tegral d ej-E entra en el segundo miembro de la igualdad (13.31) con signo 
negativo, ya que el trabajo de las fuerzas electricas sobre las particulas re¬ 
duce la energia del campo. 

Con i = a = 1, 2, 3 la ecuacibn de continuidad (16.18), escrita en for¬ 
ma tridimensional, al no haber particulas (T = 0) proporciona 

ir + dJ B BB = 0 - (,636) 

La forma integral de esta ecuacibn tiene el aspecto 

= f (16.37) 

(S) 

donde 

G= \gdV (16.38) 

no 

es el impulso del campo en el voiumen V. La igualdad (16.37) muestra que 
T " B mpo cs la densidad del flujo del impulso. La magnitud o° B = - 7'"f mpo 
recibe la denominacibn de tensor de tensiones de Maxwell y en dcsigna- 
ciones tridimensionales tiene la forma 

° aa = ~ (EJSg + HJi a ) -±-(E 2 + H 2 )6 a „. (16.39) 

Es natural que la disposicibn de los Indices en el tensor tridimensional es in- 
diferente: o aB = o aB . 

Si en el voiumen V hay particulas cargadas, pero durante su movimien- 
to ellas no cruzan el limite del voiumen, la igualdad (16.37) adquiere el as¬ 
pecto 

|-(f + C) t .= §oftdS B , 

(S) 

donde P = £ p a es el impulso total de las particulas que se hallan en el vo¬ 
iumen V. Como el impulso P de las particulas, cuando no hay flujo de ellas 
por la superficie, sblo varia a cuenta del efecto de las fuerzas elfcctrica y 
riiagnfctica 

f = j M + 

§o%ds a = 5 (f + pE + i JxH ) a dK 

CS) <»0 
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Vemos quc en el caso estatico (dg/dt) = 0 el flujo del tensor de ten- 
siones por la superficie de cierto volumen cs igual a la fuerza total que ac- 
tua sobre las particulas eargadas en dicho volumen. En el campo no esta- 
cionario a la fuerza se art ad e la variacibn del impulso del campo en el volu¬ 
men que consideramos. 


§ 17. Unicidad de la resolucibn de las ecuaciones de Maxwell 

Aclaremos con que condiciones el sistema de ecuaciones de Maxwell 
(14.1) — (14.4) tiene una solucibn unica. Supongamos que las cargas y las 
corrientes (las funciones p(r, I) yj(r, t)) estbn prefijadas. A continuacibn, 
sea que en el momento inicial (t = 0) estin prefijados los valores £(r, 0) y 
H (r, 0) dentro de cierto volumen V y que sobre su superficie se ban prefija- 
do los componentes tangenciales de uno de estos vectores (£ r o bien H,) en 
todos los momentos de tiempo. Mostremos quc con estas condiciones la so¬ 
lucibn de las ecuaciones de Maxwell dentro del volumen indicado es unica. 

Realicemos la demostracibn a la inversa. Supongamos que hay dos so- 
lucioncs £,, H , y £ 2 , H 2 cada una de las cuales satisface las ecuaciones de 
Maxwell (14.1) — (14.4). Constituyamos las diferencias 


£' = £,- E 2 , H=H x ~H 2 . 

(17.1) 

Ellas salisfacen el sistema de ecuaciones 



ro,«-=!<*; 
c dt 

div£' = 0, 

(17.2) 

rot £=i^, 
c di 

div//' o 0, 


asi como las condiciones iniciales 



£' = 0. H' = 0 

para 1 = 0 

(17.3) 


y las condiciones de frontera 

E, = 0 obien//', = 0 enS. (17.4) 

Dc modo escalar multipliquemos la ecuacibn para rot H' por £’ y la 
ecuacibn para rot £ por H y sustrayamos las igualdades obtenidas tbrmi- 
no por tbrmino: 

^ ^ (£' J + H'*) = £ rot«' - H -rot£' = -div[£' x «'].(17.5) 

La integracibn dc (17.5) porun volumen arbitrario V, haciendo usodel teo- 
rema de Ostrogradski — Gauss, nos permite obtener la ecuacibn de la 


106 



energia 


Tt 5 E -ir~ dix = § [£ '* (17 - 6) 

<n (si 

el factor c/4ir ha sido aftadido para que la ecuaci6n (17.6) sea aniloga de 
(16.33), S es la superficie que limita el volumen que consideramos. 

E! componente normal del producto vectorial £' x H' se cxpresa por 
los componentes tangenciaies £,' y //.' en la superficie S y, de acuerdo con 
(17.4), se reduce a cero. Por lo tamo, de (17.6) obtenemos 

-— a H dv = const. (17.7) 

OX 

<n 

Pero como con t = Q,E = H = 0, la constantc cn el segundo miembro 
de (17.7) tambien es igual a cero. Esto s6lo es posible si£=0y«' = 0 
idinticamente por todos los puntos del volumen. 

Seflalemos que si la integral | (£' x H ')^dS tiende a cero con S - oo 

(S) 

(esto sc produce con el decrecimiento suncicntemente rApido de £' y H ' 
con la distancia), las condiciones de frontcra (17.4) son superfluas para de- 
mostrar la unicidad de la solucibn. 


§ 18. Ecuaciones para los potenciales elcctromagniticos 

Las ecuaciones de Maxwell (13.25) y (13.27) fueron escritas mediante el 
tensor del campo electromagnitico £■*. Al poner su exptcsibn con el 
4-potenciaI 

£'*= 1-1 i_ 1 ?' 

3x, dx k 


como vemos, la ecuacibn (13.27) se convierte en una identidad y (13.25) 
proporciona la ecuacibn para cl potencial: 

3A * 




— 7 * 


(18.1) 


dx, 3x‘ 

Aqui hemos hecho uso de la defmicibn del operator de D'Alembert (4.26). 

En el § 8 ya hablamos de que estando prefijado el tensor £* (es decir, 
las intensidades del campo electromagn6tico£ y H), el 4-potencia! se deter- 
mina con una precisibn hasta la transformacibn gradiental (8.16). Pode- 
mos cmplear esta arbitrariedad para simplificar (18.1). Apiiquemos al 
4-potencial la condicibn adicional 


dA‘ 

HP 


= 0. 


(18.2) 
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Recibe el nombre de condicibn de Lorentz y en designaciones tridimen- 
sionales tiene el aspecto 

div/1 + 1^=0. (18.3) 

c dt 


La eleccibn de los potenciales que se supeditan a la condicibn (18.3) se de- 
nomina calibracibn de Lorentz. 

La ecuacibn (18.1) se simplifica y toma la forma 


04'= -±Lf 
c 

o bien en designaciones Iridimensionales 

1 d 2 A 


AA - 


c^dP 


4 TT . 
= ~~c J% 


A 1 A 


(18.4) 


(18.3) 


Estas son dos ecuaciones de onda no homogbneas. 

La condicibn de Lorentz (18.2) no liquida la arbitrariedad en la eleccibn 
de los potenciales. sino que sblo limita la clase de las funcioncs tolcrablcs x 
que rcalizan la transformacibn gradicntal. De acuerdo con (8.16), los dos 
potenciales A ' y A‘ satisfaran la condicibn de Lorentz (18.2), si 

□X = 0. (18.6) 


En lugar de la condicibn de Lorentz (18.2) en algunos problemas es mbs 
cbmoda la condicibn adicional sobre el potencial 

div/1 = 0 (18.7) 


(calibracibn de Coulomb). Esta no posee covariacibn relativista y en otro 
sistema inercial de referencia variarb su forma. En la calibracibn de 
Coulomb, el potencial escalar A 0 = •p, de acuerdo con (18.1) y (18.7), sa- 
tisface la ecuacibn de Poisson 

A v> = —4 xp, (18.8) 


en la que el tiempo entra como parbmetro. El potencial A debe ser determi- 
nado de la ecuacibn (18.1) con i = 1, 2, 3. 


AA-l.** 

C 2 dt 2 


——y + — v—. 
c c dt 


(18.9) 


La condicibn de la calibracibn (18.7), aplicada a los potenciales A ' y A t 
conduce a la siguiente transformacibn gradiental, limitada por la funcibn 

A X = 0. (18.10) 
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Si el campo electromagnetico se considera al no haber cargas y corrien- 
tes, es decir, p = 0y/=0, es posible elegir semejante calibration de los 
potenciales con la que -p = 0 identicamente, asi como dival = 0. Con tal 
eleccidn de los potenciales la ecuacidn ( 18 . 8 ) se satisface identicamente, 
mientras que (18.9) se convierte en la ecuacidn de D'Alembert: 

A/, "P'|p' =0 ' (I8U) 


Capitulo IV. Campo electromagnetico continuo 
en el vacio 

§ 19. Propiedades generates del 

campo electromagnetico conlinuo 

Como ya vimos en el § 14 si la intensidad del campo elictrico no depen- 
de del tiempo, el sislcma de ecuaciones de Maxwell se divide en dos pares 
de ecuaciones que sdlo contienen magnitudes bien e!4ctricas o bien magn4- 
ticas. La ecuaciones de Maxwell para el campo elictrico continuo tienen el 
aspecto 

rotC = 0, dive = 4 up. (19,1) 

La primera de estas ecuaciones nos indica el car&cter no rotacional del cam¬ 
po el4ctrico continuo. Se satisfarli si el vector E es cl gradiente de cierta 
funcidn escalar: 

e(r) = -gradv>(r). * (19.2) 

En este caso, la magnitud y>(r) se denomina potencial electrostdtico, 
mientras que la formula (19.2) es un caso particular de las correlaciones 
(8.13) con dA/dt = 0. 

Con el fin de aclarar el sentido flsico del potencial v>, calculemos el tra- 
bajo/1 de las fuerzas electricas en el sentido del desplazamiento de la carga 
e a lo largo de cierto contorno /, del punto 1 al 2 
Bl (2) (2) 

A = J eE-dl = —e ^Vip-dl = — e j dp = e(v>, — p^). (19.3) 

u) to id 

Aqui hacemos uso de la formula para el producto escalar de vectores Vp = 

Vy>-d7 = ^dx + ^dy + ^dz = dp, 
dx dy dz 

donde dip es la diferencial total la funcion ip. 
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De la f6rmula (19.3) se desprende que el trabajo de las fuerzas elbctricas 
no depende del recorrido de la carga, sino que sblo se determina por la dife- 
rencia de potential en los puntos initial y final. En particular, si estos pun- 
tos coinciden (contorno cerrado) el trabajo se anula: 

A=e§E-dl = 0. (19.4) 

La independencia del trabajo de las fuerzas electricas del recorrido es la 
mSs importante propiedad del campo electrostitico. Asi, pues, la magnitud 
que se mide es la diferencia de potencial en dos puntos: ella determina el 
trabajo de las fuerzas electricas para el desplazamiento de la carga puntual 
entre dichos puntos. Por esta razdn, el propio potencial electrostdtico <p(r) 
no se determina unlvocamente, con una precision hasta la constante aditiva 
que no influye sobre el valor de la diferencia de potencial. 

La ecuaci6n para el potencial electrost4tico seri obtenida poniendo 
de (19.2) en la ecuacibn (19.1) para div£. Como 

divgrady? = V-V^ = VV = Ap, 

donde A es el operador de Laplace, la ecuacibn buscada tendrd la forma 
A *5 = — 4irp. (19.5) 

Recibe el nombrc de ecuacidn de Poisson. En el caso particular cuando en 
la regibn del espacio que estudiamos no hay cargas, es decir, p = 0, la 
ecuacibn de Poisson sc convierte en la de Laplace : 

Ap = 0. (19.6) 

Como es natural, el operador de Laplace en las ecuaciones (19.5) y (19.6) 
puedc ser escrito en cualquier sistema de coordenadas. 

En superficies singulares, las condiciones de frontera para las 
ecuaciones (19.5) y (19.6) son obtenidas de las condiciones (15.6) y (15.14) 
para los componentes del vector E = —Vp y dicen: 


dpi dp 2 . 
dn dn 


(19.7) 


3<p 2 _ dip | 
dr dr 


(19.8) 


donde con -—, —— se designan las derivadas en las direcciones de la nor- 
on dr 

mal y de la tangente a la superficie. Sin limitacibn de la generalidad la se- 
gunda condicibn puede sustituirse con la condici6n de continuidad del po¬ 
tencial en la superficie: 


y > 2 = f>\- 


(19.9) 


La ecuacibn de Poisson (19.5) tambien sigue siendo vilida cuando hay 
cargas puntuales, si la densidad volumtirica se escribe mediante la funcibn 
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delta de Dirac, como hicimos en el § 13. Una observacibn semejante se re- 
fiere tambi£n al caso cuando en el espacio hay hilos o superficies cargadas. 
En ellos, la densidad volumetrica de la carga puede exprcs.arse con una fun- 
ci6n delta mono y bidimensional. P. ej., si en el origen de coordenadas hay 
una carga puntual, p(r) = eo(r) y la ecuacibn de Poisson toma el aspecto 

= — 4xe5(r). (19.10) 

De esta ecuacibn hallamos el potencial de la carga puntual. Con este fin, 
tomemos en consideracibn la simetria esfbrica del problema e integremos 
los dos miembros de la ecuacibn por el volumen de una esfera de radio r. 
Scgun el tcorema de Ostrogradski — Gauss, el primer miembro se transfor¬ 
ma en la forma 


^A<pdV = jdivgrad^dK = ^ grad v dS = irr 1 (19.11) 


mientras que, con semejante integracibn, el scgundo miembro se transfor¬ 
ma en la constante 


j4ir e6(r)dV = 4 ire. 

(19.12) 

En total, la ecuacibn toma el aspecto 


r^= -e 
dr 

(19.13) 

y, mcdiante la posterior integracibn, hallamos 


*></•) = - + c. 

r 

(19.14) 


La constante C queda arbitraria. Es cbmodo clegirla igual a cero con el fin 
de que el potencial clectrost&tico se reduzca a cero en el infinito. Seftalemos 
que al poner (19.14) cn la ecuacibn (19.10) obtenemos la identidad 



— 4x6(r) 


(19.15) 


que nos ser4 necesaria con posterioridad. 

Las superficies de igual potencia (superficies equipotenciales) ofrecen 
una representacibn evidente del campo electrostatico 


= const. 


(19.16) 


asi como tambien las lineas del campo electrico. Estas ultimas se determi- 
nan como lineas tangentes en cada punto del espacio al vector de la intensi- 
dad del campo E. Como E = — y el vector estb dirigido por la nor¬ 
mal a las superficies equipotenciales, las lineas de fuerza tambifcn son nor¬ 
mals a la superficie (19.16). Pueden ser halladas de la condicibn de parale- 
lismo defy del elemento dl de la linea de fuerza: 

E x dl = 0. (19.17) 
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Esta igualdad vectorial puede ser reescrita en forma de un sistema de 
dos ecuaciones diferenciales de 1 " orden que en las coordenadas carte- 
sianas, expresada mediante el potencial, toma el aspecto 


dx _ dy _ dz 
dip/dx dtp/dy dtp/dz 


(19.18) 


Las integrales de estas ecuaciones determinan dos sistemas de superficies, 
cuyas lineas de intersection no son lineas de fuerza del campo elbctrico. A1 
emplear las coordenadas ortogonales curvillneas q x , q 2 , q x las ecuaciones 
(19.18) toman la forma 


, _ hjdq 2 _ hjftq, 
dip/dq, dp/dq 2 dp/dq 


(19.19) 


donde h a es el coeficiente de Lame (funcibn de las coordenadas). 


§ 20. Integration de la ecuacibn de Poisson 

20.1. Forma integral de la ecuac!6n de Poisson. La ecuacibn de Poisson 
(19.5) puede ser transformada en forma integral. En ciertos casos particu- 
lares, ella permite obtener la solucibn en cuadraturas y, en el caso general, 
comprender mejor las propiedadcs de las soluciones de la ecuacibn de Pois¬ 
son y el planteamiento de las condiciones de frontera. 

Hagamos uso de la identidad de Green 

| {<pW - ***)dV = <£ ( 20 . 1 ) 

00 is> 

donde y y ^ son dos funciones escalares derivables tomadas al azar, V, un 
volumen arbitrario, S, la superficie cerrada que lo limita, dp/dn y d^/dn, 
las proyecciones de los gradientes cn la normal exterior a la superficie. La 
identidad de Green (20.1) es obtenida aplicando el teorema de Ostrogradski 
— Gauss jdivodK = |a• dS al vectors = para el que 

diva = — ifrAp. 

Sea que nos interesa el valor del potencial en el punto M que yace 
dentro del volumen V. En calidad de v> clijamos el potencial buscado que 
satisface la ecuacibn de Poisson (19.5) y como <(■, la funcibn escalar \p = 
= l/R , donde R = I r M - rl es la distancia desde el punto M hasta el ele- 
mento de intcgracibn dV. Es de sefialar quede acuerdo con (19.15) v satis¬ 
face la ecuacibn 

-4x5(r M -r), (20.2) 

que se obtiene si suslituimos en (19.15) r por r M - r. En (20.2) cl operador 
de Laplace puede actuar tanto en las coordenadas del punto r, como en las 
del punto r M . 
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Pongamos en (20.1) los valores de Ay de (19.5) y de At de (20.2), lo que 
conduce a 

tn (s> 

Despufe de calcular la integral con la funcidn delta, J •p{r)&(r M — r)dV = 
= <p(r M ) -- ip M , hallamos 


'en dV+ ± 

I R 4tt 


i f ri?£ +V) ±/i\'u 

»7T J IRdn dn\Rj 


En esta formula, el primer sumando describe el potencial creado por las 
cargas ubicadas dentro del volumen V. Esta parte del potencial puede ser 
tambifen obtenida segun el principio de superposicidn, ya que la pequeAa 
carga p(r)dV, de acuerdo con (19.14), crea en el punto M el potencial 
pdV/R, en tanto que el potencial total de todas las cargas dentro de V es 
obtenido sumando (integrando) segun dichas cargas. El scgundo sumando 
en (20.3) describe el potencial de las cargas que estin fuera del volumen V y 
en su limite, o sea, en la superficie S. Pero tomando en consideraci6n las 
indicadas cargas no de forma explicita, mediantc sus densidades volumfetri- 
ca y superficial, sino por intermedio de los valores del potencial y y del 
componente normal de la intensidad del campo £„ = -dy/dn en el limite 
del volumen. 


Si todas las cargas que crean el campo clectrostdtico yaccn en el interior 
del volumen finito V, la integral superficial se anula y el potencial total se 
expresa con la exprcsidn 


<p(r) = 


p(r"ytV_ 

I r - r'\ 


(20.4) 


que en este caso es la soluci6n de la ecuacidn de Poisson (19.5). De esto nos 
cercioramos con facilidad alejando la superficie S a la infmidad: a grandes 
distancias cl potencial de un sistema acotado decrecerS no mis lentamente 
que el potencial de una carga puntual, es decir, r~\ mientras que las deri- 

vadas ^ y ^, no m&s lentamente que r~*. Por lo tanto, si hace- 

mos que la superficie tienda al infinito, el integrando decrecera como r -3 , 
mientras que la propia superficie crecer4 como r 2 . En total, toda la integral 
de superficie tender^ a cero como r~‘, donde r es el radio de la superficie. 
Pero como la integral volumetrica no varia al variar la superficie S, si ella 
abarca todas las cargas, la integral de superficie se reduce a cero tanto en el 
caso de una superficie infinita como finita. 

La expresion (20.4) tambien ser4 v4Iida al haber cargas puntuales, asi 
como superficies e hilos cargados. si introducimos en la densidad volu- 


8-948 
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metrica de la carga p(r) las correspondientes aponaciones en forma delta. 
P. ej., si todas las cargas son puntuales 

n 

plr) = Y. e M r ~ O 

«-1 

y de (20.4) obtenemos 

*(.>■)= y —f 

Li \r - r„l 

es decir, la suma algebraica de los potenciales de las cargas puntuales. 

HagOmonos la prcgunta: ipodemos considerar la formula (20.4) como 
la solucidn general de Poisson? Esto se puede hacer si conocemos la distri¬ 
bution de las cargas por todo el espacio (y la integral (20.4) converge). Pero 
en multiples casos (en particular, al haber medios materiales), la distribu¬ 
tion de la carga sOlo es conocida en una regiOn acotada del espacio. Fuera 
de esa regiOn y en su limite, la distribution de las cargas es desconocida, pe¬ 
ro cslOn prefijados los valores del potential o de su derivada normal en el 
limite de la regiOn. En estas condiciones es mOs cOmoda la forma (20.3). 
Pero, sin embargo, la expresiOn (20.3) en ningun caso puede ser considera- 
da como soluciOn de la ecuaciOn de Poisson si la integral dc superficie se 
distingue de cero. Esto scria posible si se tolcrara la prefijaciOn simultOnca 
e independiente de y y de d<p/dn en cierta superficie. Entonces, (con p(r)) 
ambos sumandos en cl segundo miembro dc (20.3) serian funcioncs dcsco- 
nocidas de las coordenadas y (20.3) proporcionaria la soluciOn de la 
ecuaciOn de Poisson. Mas, en realidad, en una superficieccrrada arbitraria 
pucdcn ser prefijadas al azar y o bien 3<p/dn, pero no ambas magnitudes si- 
multOneamentc (vcasc p. 20.2). Al prefijar una dc ellas, convertimos (20.3) 
en una ecuaciOn integral, ya que la funciOn incOgnita y (o su derivada 
difi/dn) entra en el integrando. Por eso, en el caso general, (20.3) sOlo puede 
considcrarse como la forma integral de la ecuaciOn de Poisson, pero no co¬ 
mo su soluciOn. 

20.2. Unicidad de la soluciOn del problema electrostfttico. Para finali- 
zar la discusiOn, comenzada a t&rmino del p. 20.1, demostremos el teorema 
de unicidad. 

La soluciOn del problema clcctrostitico en el interior del volumen V 
prefijado es unica si en dicho volumen se ha prefijado la distribution de las 
cargas p(r) y en su superficie 5, el potencial y o bien su derivada normal 
dtp/dn. 

Empleemos la idcntidad de Green 

(v)Ay + V^-VyJrfK = (20.7) 

tn in 


(20.5) 


( 20 . 6 ) 
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obtenida aplicando el teorema de Ostrogradski — Gauss al vector a = 
= 5 , donde <P y <p son escalares diferenciables arbitrarios. Supongamos 

que existen dos soluciones distintas del problema electrostAtico, y que 
satisfacen la ecuacibn de Poisson 


Av >, -2 = — 4 rp dentro del volumen V (20.8) 

y las condiciones de frontera 


t®ij=/ enS (20.9,a) 

(condiciones de Dirichlet), o bien 



enS 


(20.9,b) 


(condiciones de Neumann), donde f y F son funciones prefijadas de las 
coord cnad as. 

Hagamos en (20.7) ? = i = <t>, - * 2 . De (20.8) sigue que A*> = 0. La 
integral en cl segundo miembro de (20.7) tambidn se anula, ya que a causa 
de (20.9,a) y (20.9,b) en la superficie S o <p = 0, o bien dy>/dn = 0. Como 
rcsultado vemos que 


jlV«.I^K=0, (20.10) 

lo que sblo puede tener lugar a condici 6 n de que V,p = 0 , o sea, p = const. 
En el caso (20.9,a) const = 0. o seay>, = y> 2 . En el caso (20.9,b) const *■ 0, 
pero dos potcnciales electros! At icos que se distinguen por una constantc 
son fisicamente equivalentes. Asi, pues, en uno y otro caso la solucibn cs 
unica. 

20.3. Solucibn del problema de frontera con ayuda de la funcibn de 
Green. A la correlacibn (20.3) podemos darle tal forma con la que propor- 
cionarA la solucibn explicita del problema clectrostAtico, si introducimos en 
ella, de la correspondicnte manera, la funcibn de Green elegida del respec¬ 
tive modo. Recibe el nombre de funcibn de Green G(r, r') del problema 
electrostAtico, la solucibn de la ecuacibn de Poisson para una carga puntual 
unitaria 


A'G(r,r') = - 4 xb(r -/•') (20.11) 

dentro del volumen V dado. Si fuera del volumen V y en su superficie no 
hay otras cargas, la solucibn (20.11) justa por todo el espacio infinite. serA 

G(r,r') = (20.12) 

(vease (20.2)). Pero si fuera del volumen hay otras cargas, prefijadas no 
explicitamente, sino por medio de la correspondiente condicibn de frontera 
en S, la forma de la funcibn de Green se complica: 

G(r,r ) = ^ + F(r,r ). (20.13) 
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Aqui F(r, r ') satisface la ecuaci6n de Laplace 

&'F(r,r')= 0 (20.14) 

y, por tanto, toma en consideracibn la accion de las cargas que se hallan 
fuera del volumen prefijado. 

A1 prefijar las condiciones de frontera de Dirichlei (20.9,a), la funcibn 
F(r, r ') se elije de modo que sea cumplida la condicibn 

G(r,r') = 0 parar'enS. (20.15) 

Bn la igualdad (20.1) identifiquemos la funcibn v con el potencial buscado 
y \J, con la funcibn de Green (20.13) que satisface la condicibn de frontera 
(20.15). Obtendremos una igualdad (20.3) en la que \/R debe ser sustituido 
por G(r, r'). Pero a causa de (20.15), la integral de superficie contendra s6- 
lo un sumando: 


y>(r) = 


j™,■**■*»•--L ^-tSSp*. 

no (si 


(20.16) 


Como <fi(r ) estb prefijado en S, en (20.16) el segundo miembro cs conocido 
y proporciona el valor del potencial en cualquicr punto del volumen V. 

A1 prefijar las condiciones de frontera de Neumann (20.9,b) resulta im- 
posible superponer en la funcibn de Green la condicibn de frontera 


aG(r,r) 
dn' 


pararenS, 


ya que ella contradicc la ecuacibn (20.11) de la que sigue 




(20.17) 


La mis sencilla condicibn que concuerda con (20.17) tiene la forma 


3G(r,r') _ _4r 
dn ' S 


para r ’ en S. 


(20.18) 


Entonccs, poniendo en lugar de \/R en (20.3) la funcibn de Green 
(20.13), que satisface la condicibn (20.18), tendremos 

¥’('■) = *+ | G(r,r )p(r )dv'+ 1- ^G(r,r-^p-dS'. (20.19) 

1*7 (SI 

Aqui i | e(r)dS es el valor medio del potencial en la superficie S que 

CS) 

puede ser elegido al azar. 
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Ejemplo. Hailar el potencial dentro de una esfera deradios siaunadistanciab < o de su 
centre hay carga punlual q, mientras que cn la superficie de la esfera se mamiene un potencial 
v = 0. 

Solucidn. Construyamos una funcibn de Green que satisfaga denlro de la esfcra la 
ccuocibn (20.11) y. cn su superficie, la condicibn (20.15). EsIO se alcanza mcdiante la eleccibn 
d? i'{r, r ') en forma del potcncial dc una carga punlual. 


r<r,o 



(20.20) 


donde la magnitud e_ y la posicibn rjr) la cual se eligen dc manera que se cumpla la condicibn 
(20.15). For consideracioncs de simctria cs cvidcntc que r y r , contadas desde cl ccnlro de la 
esfera, dcben cstar dirigidas a lo largo dc una recta. Tomando el eje z del sisiema esfcrico de 
coordenadas a lo largo de dicha recta, de (20.15) obtcndremos la condicibn para delerminar 
los patAmetros e. y r_: 



t/r- + a 2 - 2 a/-cos 0 


+ 


\V 2 + a 2 - Tar. cos d' 


( 20 . 21 ) 


La ecuaribn (20.21) Irene dos soluciones: e. = — 1, - r (solucidn trivial, el potencial 

cs pot todo el espaclo igual a cero) ye — —a/r, r — aVr. Prccisamente la segunda solucibn 
permite conslruir la funcibn de Green que en coordenadas esfiricas tiene cl aspeclo 


o(r,n = 


1 

vV 2 + r -">/•' cos d ’ v>> + r 


a/r 

2 - 2r J "' COS d 


( 20 . 22 ) 


Calculando despuis el potencial con ayuda de ( 20 . 16 ) donde dcben haccrsc 
p(r') = qM/' - b). <> = 0 cnS 


oblcncmos 


*(r) - 


r/r 2 + b 2 - 2brcosd Va 2 -t- h 1 r : /a*~ 2 J/r cos 6 1 


(20.23) 


donde t) es el Angulo enire la llnea de disposicibn de las cargas y cl radio vector r. 


§ 21. Potencial a grandes distances del sistema de cargas. 

Momentos dipolar y cuadripolar 

Si conocemos la distribucidn en el espacio de todas las cargas que crean 
el campo elfcctrico, de acuerdo con (20.4) el potencial de este campo se de¬ 
terminant con la integral 

p(r)dV 
I r - r T 

Semejante representacidn del polencial hace suponer que la densidad p(r) 
es diferente de cero en una regidn acotada o bien decrece con suficiente ra- 
pidez con r — oo por cualquier direccidn. 

En una cantidad comparablemente pequerla de casos, con una funci6n 
p(r') relativamente sencilla, la integral puede scr tomada y representada en 
forma analitica. En alto grado, las dificultades que surgen al calcular esta 
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integral estin ligadas con que en el deno minador d el integrando se en- 
cuentra la exprcsibn irracional I r — r ' I = v r (x - x')\ por lo que en el caso 
general es bastante complicado establecer la forma de la funcibn <e(r). No 
obstante, existen casos cuando la forma de dicha funcibn puede ser estable- 
cida con buena precisibn haciendo uso de suposiciones, suficientemcnte ge¬ 
nerates, acerca de la forma de la funci6n p(r '). El problema mis importan- 
te de semejante tipo es el de hallar el campo electrostitico a grandes distan- 
cias de un sistema acotado de cargas. 

Supongamos que las cargas ocupan un volumen con la dimensibn 
caracteristica I. Eligiendo el origen de referencia dentro del sistema hallare- 
mos el potcncial a distancias r ► /. Para ello desarrollamos la magnitud 



en una serie segun cl parimetro menor, es decir, la razbn r'/r. Haciendo 
uso del conocido desarrollo de un binomio en una serie cxponcncial, con 
una precisibn hasta el cuadrado de la indicada pequefta razbn obtenemos 


I r - r'l 


Si cscribimos los sumandos cuadr&ticos por las coordenadas cartesianas y 
hacemos uso de las designaciones tensoriales, a los indicados sumandos se 
Ics da la forma 


3 /r r \ 2 r’ 2 I , , 


(21.2) 


donde, como siempre, por los indices en repeticibn se tiene en cuenta reali- 
zar la adicibn. 


Para efectuar la integracibn aproximada de (20.4) hagamos uso de la 
expresibn (21.1). Ponicndo (21.1) en (20.4) y empleando la representacibn 
(21.2), obtenemos 


+ (21.3) 

Aqui se han utilizado las siguientes designaciones: 

q=jp(r)dP' (21.4) 

la integral total del sistema; 

P = \r-p{r)dV' (21.5) 

el momento dipolar del sistema; 

Q a a = W r ~ r -\ a )dV ' (21. 6 ) 

el tensor del momento cuadripolar del sistema de cargas. 
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Si continudramos el desarrollo (21.1) podriamos determinar los mo- 
mentos multipolares del sistema. Por eslo, el desarrollo (21.3) recibe el 
nombre del desarrollo del potencial electrostitico por los momentos multi¬ 
polares o bien. en forma mas breve, por los multipolos. Como ya hemos in- 
dicado, en realidad este es el desarrollo por los exponentes de l/r y, por lo 
tanto, a grandes distancias del sistema cada siguiente tdrmino del de¬ 
sarrollo es pequefio en comparacidn con el anterior. 

En (21.3) el termino principal es el potencial de la carga puntual y> 0 = 
= q/r. Su sentido es evidente: a grandes distancias los detalles de la distri¬ 
bution de la carga no tienen importancia y el sistema actua como una carga 
puntual ubicada en el origen de coordenadas. Pero si la carga total es nula, 
el primer tfrmino del desarrollo que desaparece es el potencial del dipolo 

v>di P = pr/r\ (21.7) 

con esto se determina su importancia en muchos de los problemas de 
electrodin&mica. Semejante potencial crea a grandes distancias un sistema 
neutral de cargas (p. ej., una molicula). 

En este caso, es decir, con q = 0, el momcnto dipolar (21.5) deja dc de- 
pender de la eleccidn del origen de referencia: desplaz^ndolo en el valor del 
vector a, tendremos un nuevo sistema de referencia 

P. = \rp(r)dV= {(/•'- a)e(r )dV'= p - aq =p. (21.8) 

Para un sistema de cargas puntuales 

p= Y. e r>- (2i.9) 

i 

Si, cn particular, s61o tenemos dos cargas +e y — e a la distancia / 

P = el, (21.10) 

donde cl vector / estd dirigido desde la carga negativa a la positiva 
(fig. 21.1). Semejante sistema se denomina dipolo elemental. 


I 

Fi*. 21.1 


La intensidad del campo elictrico de un dipolo ha de calcularse derivan- 
do el potencial (21.7) 


E 


dip 


= -V 



Mpr) 

r* 


p 

r 3 ' 


( 21 . 11 ) 


En coordenadas esfericas (r, 0, a) con el eje polar dirigido a lo largo dep, 
los componentes de E dip , tienen el aspecto: 


_ _ 7p costf 
E '~— 




( 21 . 12 ) 
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Ahora examinemos el termino cuadripolar en el desarrollo del potencial 

C2i.i3) 

Si introducimos el vector unitario n = r/r, (21.13) puede ser representada 
en la forma 

V> culd = Qa ^f P - (2114) 

De estas expresiones vemos que ^ cuad - 1/r 3 . 

Con la mayor frecuencia el tirmino cuadripolar interviene como correc¬ 
tor del potencial de la carga puntual o del dipolo. Pero con una disposicidn 
de las cargas suficientemente simetrica, puede convertirse en el principal en 
el desarrolo del potencial. La fig. 21.2 nos ofrece ejemplos de tales siste- 
mas. 

*e 
l 

-2e 
l 


• e 



Fi*. 21.2 

El momento cuadripolar Q aB es un tensor de 11 rango. De la definici6n 
(21.6) se deduce que es simitrico 

e afl = e*, (2i.i5) 

y que su huclta (la suma de los elemcntos diagonales) es nula: 

Q«a=Ql. + <222 +Q»=0 (21.16) 

Como cualquier olro tensor simetrico Q ajj puede ser referido a los ejes 
fundamentales, en los que s61o los elementos diagonales se distinguen dc 
cero y est4n ligados con las correlaciones (21.16). Por ello, s61o dos de ellos 
son independientes. Pero si el sistema de cargas tiene simetria axial (Oz es 
el eje de simetria) 

On = Qn = Q»- (21.17) 

La magnitud Q 33 = Q, en este caso, recibe el nombre de momento cuadri¬ 
polar. Con ello, el potencial cuadripolar se simplifica y, en las coordenadas 
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( 21 . 18 ) 


esffcricas, toma el aspecto 

*o..d = -§s~ < 3cos2 # - » = -§rP&ot*). 

donde P 2 (cost?) es el polimonio dc Lagrange. 

En el caso cuando la distribucidn de las cargas es prdxima a la de 
simetria esferica, es mSs c6modo el desarrpllo en una serie segiin los multi¬ 
polos en coordenadas esffericas. Empleando el desarrollo 

IT^TT- 4 -! £ 

I-0 m--l 

aducido en el Complemcnto VII, representcmos con r > r' el potencial 
ifilf) en la forma 

»■■»» 

ImO m- -I 

Aqul Qi„ es un momcnto multipolar del orden /, m: 

Q lm = JjTTT < 2, - 2, > 

§ 22. Energia y fuerzas de Interaccion 
en el campo electrostitico 

22.1. Energia del campo electrostfitico. La densidad de la cnergia del 
campo electrostdtico se expresa con la f6rmula (16.28) para H = 0: 

*v = ^;£ 2 . (22.1) 

Calculemos la energia total dc un sistema acotado de cargas inm6viles 

W=— \e 2 <1V, (22.2) 

8»J 

donde la integracidn debe realizarse por todo el cspacio. Para un campo 
e!6ctrico continuo E = — por lo quehacicndo uso de las reglas de la di- 
ferenciaci6n vectorial, hallamos 

E 2 = -E-Vis = -V(Ev>)+ *>V-E. (22.3) 

De acuerdo con (19.1), sustituyamos en el ultimo sumando V - E por 4rp y 
pongamos (22.3) bajo la integral (22.2). Esto conduce a 

W = 1 ^p-pdV - ~ |div(£*,)dK. (22.4) 
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Para un sistema acotado la ultima integral se reduce a cero, lo que es f'd- 
cil de mostrar mediante el teorema de Ostrogradski — Gauss. En efecto 
jdi v(E lfi )dV- §E a vdS, 
c*o «„) 

donde es una supeficie infinita que abarca todo el espacio. Pero, en 
correspondencia con (21.4), a grandes distancias del sistema de cargas <p 
decrece con una lentitud no menor que r~\ y E n , no menor- que r 2 , 
mientras que la propia superficie crece como r 2 . Como resultado 

§E m <pdS - 0 

y en caso de un sistema electrostOtico acotado tendremos dos expresiones 
distintas para la energia total: (22.2) y 

W = l j p*dV. (22.5) 

Empleemos la ultima formula para analizar algunos casos particulares. 
Supongamos que hay dos sistemas acotados de cargas (fig. 22.1). No es 
obligatorio que ellos esten separados en el espacio. Designemos con v>,(r), 
v» 2 (r) los potenciales elcctrost&ticos creados en el punto prefijado por las 



cargas de los sistemas primero y segundo. Haciendo uso del principio de 
superposiciOn y poniendo en (22.5 )p = p, + p 2 y # = y>, + <p z , tendremos 
«'=»'„ + W n + W u , ( 22 . 6 ) 

donde 

w 'n=]J PpjlV. (22.7) 

w ,2 = ^ + P*>x)dV. (22.8) 

La expresiOn para W u es an&loga a (22.7). En las formulas (22.5) — (22.8) 
la integraciOn puede realizarse por todo el espacio, pero las regiones donde 
p es nula no dar&n aportaciOn. 
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El desarrollo (22.6) tiene un sencillo sentido fisico. Las magnitudes tV t ( 
y fV 2 2 son las energias por separado de los sistemas 1 y 2, en tanto que W x2 
su energia mutua o bien la de interaccibn. En mec&nica se denomina 
energia potencial de interaccibn. Es evidente que esta energia depende de la 
disposicibn mutua de los sistemas, es decir, de sus coordenadas generaliza- 
das qW y qf*. Segun las reglas generales de mecinica la derivada de la 
energia potencial por las coordenadas, tomada con signo contrario, deter- 
mina la fuerza que tiende a aumentar esta coordenada: 


F _ dfV n f - *"n 

W W 


(22.9) 


La energia de interaccibn puede ser escrita en forma mbs compacta si 
hacemos uso de la formula 


*i Jr) = 



(22.10) 


Cambiando de lugares las variables de integracibn ryr'en uno de los su- 
mandos de (22.8), obtenemos 

W n = dVdV ‘ (22.11) 

De esta anotacibn se desprende que la energia de interaccibn puede ser tam- 
bien representada en las formas 

^12= \P&JV= \P#><1V. (22.12) 

La energia del sistema aislado dc una carga puede, asimismo, ser escrita 
mediante una integral doble del tipo (22.11): 


w n =i [’JMQdvdv 

" 2 J lr - r I 


(22.13) 


Prestemos atencibn al factor 1/2 que distingue la energia de un sistema de 
la de interaccibn de dos sistemas (22.11). 

Ahora, considcremos un sistema dc cargas puntuales* 1 e u ..., e N que 
tienen radios vectores r„ .... r N . Escribiendo 

p(r) = Y, e M r ~ r .) 

o-1 


•I Hay que seflalar que un sistema inrobvjl de cargas puntuales s6lo puede cxistir al haber 
enlaces que fijen la posicifin de las cargas en el espacio. HI equilibrio de un sistema de 
particulas inm6vl!es que sdlo estdn en imeraccidn con las fuerzas electricas no es estable (esta 
afirmacifin, en cuya demostraci6n no nos detendremos, recibe el nombre de tcoiema dc S. 
Eamshaw). 
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(22.14) 


y poniendo esta suraa en la f6rmula del tipo (22.13), obtenemos 



a, b- I cd i 


Aqui, la primera suma, en la que los indices a y b no coinciden, es la 
energia de interacciOn del sistema de cargas puntuales. Se puede escribir sin 
el factor 1/2. tomando en consideraciOn cada tfermino de la suma una sola 
vez: 




N 

I 

a. b -I 
a>b 


lr « - ''* l ’ 


(22. IS) 


La segunda suma en (22.14) describe la suma de las energias propias de 
las cargas puntuales. En ella cada tfcrmino diverge a causa de la divergencia 
del potcncial coulombiano con r — 0. La evidente absurdidad de este resul- 
tado quierc decir que la electrodinSmica clOsica no puede ser utilizada a 
pequeflas distancias. Las dificultades que surgen con la divergencia de la 
energia propia de la carga puntual es fundamental y no s6)o se manificsta 
en electrodinOmica clisica, sino tambien en la teoria moderna de las 
particulas elemcntales, cuya base son la mec&nica cuintica y la teoria de la 
relatividad. Con el fin de evitar la divergencia de la energia propia hay que 
considerar que las particulas elementales son extendidas. Pero esto signifi- 
ca. inevitablemente, que ellas tienen estructura interior, es decir, tienen 
“car&cter no elemental”. 

En vista de la imposibilidad de calcular en los mdrgenes de electrodind- 
mica cldsica la energia propia de un sistema de cargas puntuales, debemos 
limilarnos al cAlculo de la energia de su interacciOn con la formula (22.15). 


El tamafto caractcristico de una particula elemental puede ser aprcciado si la examinamos 
como un objcio extendido cl&sico. La energia electrost&tica de una esfera cargada de radio r 0 
se anoia en la forma W = a*V»y donde a es un factor del orden de la unidad que depende de 
la distribucibn de la carga. P. ej., con la dislribudbn superficial uniforme de la carga o = 
1/2, con la dlstribucibn uniforme por el volumen a = 3/5. etc. Suponiendo que toda la mass 
de la particula tiene origen electromagnttico e igualando la energia cn reposo me 2 a su energia 
clcctrostbtica e 2 /r 0 , obtenemos 

/■„ = eVmc 2 . (22.15') 

Para un electrbn la magnitud r 0 = 2.8-10~ 11 ent y se llama radio clasico del electron. Es- 
tc pardmetro aparece en muchos problemas de eleclrodinSmica. No obstante, no se le puede 
adjudicar el sentido cstricto de radio de una particula elemental, ya que la teoria cl&sica, en la 
que nos hemos basado para obtener la apreciacibn (22.15 ). pierde ya su sentido a causa de los 
efectos cudnticos, a distancias considcrablemcnte grandcs A — h/mc (donde h = 1,05- 10 27 
crg-ces la constantcde Planck). Para el electrbn A = 137,r 0 = 3,9-10“ 11 cm. La magnitud A 
recibe el nombre de longirud de onda de Compton, 
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22.2. Sistema de cargas en un campo externo. Calculemos la energia de 
un sistema acotado de cargas en un campo electrico externo que varia dfc- 
bilmente en los limites del tamaflo de sistema (fig. 22,2). Esta condici6n 
permite realizar el desarrollo en una serie y expresar ia energia por los mo- 
mentos multipolares del sistema introducidos en el § 21. 



Para mayor precisiftn vamos a considerar las cargas inm6viles. Haga- 
mos uso de la formula (22.12) entendicndo en ella por v 2 el potencial del 
campo externo *>. Para las cargas puntuales la indicada fdrmula toma el as- 
pecto 

W = £ effi (R + r,). (22.16) 

/-I 


Utilicemos la supuesta suavidad del potencial en los limites del sistema y 
desarrollcmoslo en la serie exponencial: 


*>(« + r,) = y(K) + x‘ a -~- + 


d 2 ifi 


dx a dx B 


(22.17) 


Aqui han sido empleadas designaciones tensoriales y la regia de adicidn de 
los indices que sc repiten. 

Si en los m&rgenes del sistema de cargas que consideramos no hay fuen- 
tes del campo externo, el potencial <p de esta regidn satisface la ecuacidn de 

Laplace Aip = d y — = 0. Esto permite escribir en (22.7) el ultimo ter- 
dx a dx g 

mino del desarrollo en la forma 



3*t> 

dxjxg 


(22.18) 
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(22.19) 


Poniendo los desarrollos (22.17) y (22.18) en (22.16) tendremos 

IP = - p £+ %? *%— + ... 

6 dx a dx 0 

Aqui las magnitudes E y <p se toman con el argumento R y las magnitudes 
Q = £ ^ ( 22 . 20 ) 

/-I 1-1 

y 

= I 

representan la carga total del sistema, sus momcntos dipolar y cuadripolar, 
respectivamente. Las formulas (22.20) son an&logas de (21.5) — (21.7) que 
se refieren al caso dc las cargas puntuales. 

El desarrollo (22.19) se realiza segim la raz6n entre el tamaflo del siste¬ 
ma / y la escala L dc hcterogeneidad del potencial e . En particular, si y> estA 
creado por una carga puntual que yace en el origen de coordcnadas, el pa- 
rAmetro del desarrollo es l/R. 

El primer tirmioo en (22.19) es la cncrgia de una carga puntual en el 
campo externo, W 0 = gry>. Su derivacidn por R proporciona para la fuerza 
la conocida expresidn: 

F 0 = -qV* = qE. ( 22 . 21 ) 

El segundo tfcrmino 

W^-pE ( 22 . 22 ) 

proporciona la cnergia del dipolo en el campo externo. Calculando su gra- 
diente mcdiantc las fdrmulas de la difercnciacidn vectorial, hallamos la 
fuerza que actua sobre cl dipolo en el campo externo: 

F atp = (pV)E. (22.23) 

Pero la energia del dipolo no s6lo depende de las coordenadas, sino 
tambicn de la orientaci6n de p respecto de E. Por eso, en el caso general, 
sobre el dipolo actua no s61o una fuerza que tiende'a desplazarlo en el espa- 
cio, sino tambien un momento de fuerza torsional. Este ultimo puede ser 
calculado diferenciando la energia K / <Jip = —pE cost) por el Angulo entrep 
y E: 

N- -p£sen0. (22.24) 

do 

El signo menos nos indica que el momento de fuerza tiende a disminuir el 
Angulo 6, o sea, orientar el dipolo a lo largo del campo. 
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§ 23. Potential de la capa doble 

Ademas de las cargas volumetricas, superficiales y puntuales, son tam- 
bi£n posibles distribuciones de las cargas electricas a lo largo de ciertas 
lineas (hilos cargados), asi como capas electricas dobles. Estas son finas ca- 
pas por un lado de las cuales hay carga positiva de densidad a y por el otro, 
carga negativa de densidad — a, por lo que en su total la capa es electrica- 
mente neutra (fig. 23.1). 

Sea 5 el grosor de la capa (es decir, la distancia entre las superficies con 
carga positiva y negativa). Vamos a considerar que esta magnitud es 
pequefla en comparacidn con todas las dem&s distancias en el problema. En 
tal caso, sobre el clemento de superficie de la capa dS corresponded un 
momento dipolar etectrico 

dp = o&dS (23.1) 

y sobre la unidad de superficie de la capa, el momento dipolar. 

* m % a '< 232 > 

donde el versor de la normal n debt cstar dirigido de la parte negativa de la 
superficie a la positiva (vease la fig. 23.1). 



Calculemos el potencial de la capa doble. Hagamos uso del principio de 
superposicidn y de la expresidn para el potencial del dipolo elemental 
(21.8), obtenida m&s arriba: 


*>„= (23.3) 

is» 

Aqui el radio vector r une los puntos de la superficie con el de observacidn 
M, en tanto que la integracidn se lleva a cabo por la superficie ocupada por 
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la capa doble. A la fbrmula (23.3) puede dirsele otra forma si advertimos 
que 

^-dS=±kdSl, (23.4) 

r 3 


donde rfO es un elemento del 4ngulo sdlido bajo el que, desde el punto de 
observacion M, vemos el area dS. El signo mas, corresponde al caso cuan- 
do se ve la parte positiva de la superficie y el signo menos, la negativa. 
Mediante (23.4), tendremos 

<P M = \(±k)dU. (23.5) 

ID) 


En particular, si la superficie esti orientada de tal modo que en (23.4) el 
signo es el mismo para todos sus elementos 

so M = ±kU. (23.6) 

Para una superficie ccrrada con capa doble tenemos 


= 


'± 4irAr, el punto M en el interior de la superficie; 
0, el punto M en el exterior. 


(23.7) 


Si el punto de observacibn yace cerca de la superficie de la capa doble es 
evidente, que 

v> M = *2irAr. (23.8) 

Esto significa que en la propia superficie el potencial sufre un salto: 

- so, = +*k. (23.9) 

Con esto y debido a que la densidad total de la carga superficial de la capa 
doble es nula, en la superficie la intensidad del campo es continua: 


06btafc-gf-a (23. ,0, 

Estas condiciones de manera ostensible se distinguen de las condiciones 
de frontera (19.7) y (19.9) en la superficie cargada. 

La superficie de separaci6n solido — vacio es un ejemplo de sistema 
fisico en el que se realiza la capa doble. Los electrones, que son particulas 
m4s ligeras de los iones, pueden hallarse con mayor probabilidad que los 
nucleos atbmicos en la periferia del medio, de modo que la superficie de se- 
paracibn es una capa doble con determinada densidad del momento dipo¬ 
lar. Este momento dipolar superficial puede ser variado si en la superficie 
del medio se disponen moleculas polares de forma que el vector del mo¬ 
mento dipolar de cada una de ellas sea perpendicular a la superficie. Seme- 
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jante efecto tambien puede ser alcanzado aplicando sobre la superficie una 
fina pelicula de un metal alcalino. El atomo de este puede ceder su electrdn 
al volumen del medio, micntras que en la superficie quedar4n los iones del 
nietal cargados positivamenie. Esto conduce a la disminucidn del momento 
dipolar de la superficie, cuyo valor determina la diferencia de potencial 
dentro del medio y en el vacio. 

Si la superficie de separacion es plana y homogdnea, el potencial escalar 
ip del campo electrico satisfara la ecuacidn 


d 2 ip 

d F 


- 4irp(z). 


(23.11) 


Aqui z es la coordenada normal a la superficie de separacidn. Despues de la 
primera integracidn la anterior ecuacidn toma el aspeclo 


g= -4x JpfeW 

-0* 


y despues de la segunda. 


v>(z) 


- ¥>(-«>) = -4t r j j p(z')dz"J<fe'. 


(23.12) 


La integral del segundo miembro de csta formula la tomamos por partes: 


p(z ')z dz ' = 


(23.13) 

Si la carga total del medio es nula, J p(z )dz ' con z - o» y en el segun¬ 
do miembro de (23.13) s6lo queda el ultimo sumando 

v(°°) - ¥>(-■») = 4x j zp(z)dz. (23.14) 

Asi, pues, la diferencia de potencial en la profundidad del medio y en el 
vacio, a gran distancia del primero, se determina por la densidad superfi¬ 
cial del momento dipolar en la superficie de separacidn. Como el trabajo 
para el desplazamiento de la carga unitaria del medio al vacio es la diferen¬ 
cia «*(<») — y>(— °°)> esta ultima magnitud suele llamarse trabajo de salida. 


j [ j p(z")tfe”jcfz' = [«' J p(z")cfz"J j - j 

* X 

= z J p(z )dz - J dz z p(z ')• 


9-948 


129 



Capitulo V. Campo magnetico continuo en el vacio 


§ 24. Propiedades generates del campo 
magnbtico continuo en el vacio 

24.1. Ecuaclones fundamentals. A1 no haber depcndcncia del tiempo 
la intensidad de campo magnbtico satisface el sistema de ecuaciones (14.6): 

(24.1) 


rot H 




di vH = 0. (24.2) 

Como 3 p/dt = 0 de la ecuacibn de continuidad sigue la condici6n necesaria 
para que las corrientes sean estacionarias: 

divy = 0. (24.3) 

Es posible obtener esta tiltima relacibn de la ecuacibn (24.1) aplicando a sus 
dos miembros la operacibn div. Seftalemos que para la existencia de la 
corriente,./ *= 0, es necesario que las cargas estbn en movimiento. Por esta 
razbn, el campo magnfetico continuo puede crearse por un sistema de car- 
gas estacionario, pero no estbtico. 

A1 calcular los campos magnbticos de las distribuciones simbtricas de 
corrientes. es util la forma integral de la ecuacibn (24.1). Se obtiene de 
(14.15) con E = 0 o bien directamente de (24.1) integrando por una super- 
ficie no cerrada S arbitraria: 


I tf) 


J dS. 


(24.4) 


Aqul I es el contorno sobre el que se apoya la superficie S, mientras que la 
integral en cl segundo miembro es la intensidad de la corriente que fluye 
por la superficie S. 

Apliquemos la ccuacidn (24.4) para calcular cl campo magnitico creado por un conduc¬ 
tor cilindrico largo de radio a con corriente J. distribuida uniformemcmc por la seccldn. Ba- 
sindonos en la simetria cilindrica del sistema suponemos que las llneas de fuerza son circunfc- 
rencias con sus centres en el eje del conductor. Eligiendo en caiidad del contorno / semejantc 
circunferencia, haltamos 

\Hd! = 2nrH: 

en el segundo miembro de la igualdad cony = J/va 1 = const, tenemos 


\idS-- 


J, r> a; 


de esta manera 


H = 


2J 


2J 

— ,r>o. 


(24.4a) 
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La ecuaci6n (24.2) permite presentar H (r) en forma del rotor de cierto 
vector A (r), es decir, de potencial vectorial: 

H = rot A . (24.5) 

Esta rcpresentacibn es un caso particular de (8.13). En virtud de la falta de 
univocidad del potencial vectorial (transformacion gradiental A = A + 
+ gradx no varia el valor de H (/-)) puede sobreponerse una condicibn adi- 
cional. Las condiciones de calibracibn de Lorentz (18.3) y de Coulomb 
(18.7) para los campos continuos coinciden: 

div/1 = 0. (24.6) 

el potencial vectorial satisface la ecuacibn de Poisson 

AA = ~~j (24.7) 

que es un caso particular de la ecuacibn (18.5) para A y puede obtenerse 
poniendo (24.5) en (24.1). 

Escribamos la solucibn de la ecuacibn (24.7) para el caso de un sistema 
acotado de corrientes cstacionarias, particndo de la analogia con la 
ecuacibn de electrostbtica (19.5). La ultima ecuacibn para un sistema aco¬ 
tado de cargas tiene la solucibn (20.4). Dcbido a la igualdad de las 
ecuaciones (19.5) y (24.7), la solucibn para el potencial vectorial puede 
escribirse en la forma 

/,(r) = 7 (248) 

donde/f = r — r'. 

Indiqucmos quc la solucibn (24.8) satisface la condicibn adicional 
(24.6). En cfecto, aplicando a (24.8) la operacibn div y cambiando cl orden 
de derivacibn por las coordenadas r la integracibn dV~, obtenemos 

div.4 = 1 jv dV '. (24.9) 

Seflalemos que 


T7 • j ( r *) 

ft R ’ 


(24.10) 


donde con V' est4 designado el operador de Hamilton, que actua sobre la 
coordenada r', adembs, ha sido tomada en consideracibn la condicibn 
(24.3). Pongamos (24.10) en (24.9) y empleemos el teorema de Ostrograds- 
ki — Gauss: 


div,4 (r) = -- 

c J R 


9* 
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La ultima integral se toma por una superficie alejada infinitamente y se re¬ 
duce a cero si j„ (r ') decrece con r' — <x> con mayor rapidez que r' ~ 1 . Aqui 
termina la demostracidn de la igualdad (24.6) para el potencial vectorial 
(24.8). 

24.2. Ley de Biot — Savart. La f6rmula (24.8) nos permile cscribir en 
forma de una integral por el volumen la intensidad H del campo magnfctico 
creado por un sistema acotado de corrientes. Apliquemos a (24.8) la opera- 
culm rot y hagamos uso de (24.5). Esto conduce a 

H(r) = — fv (24.11) 

c J R 

A continuacidn, empleando la regia de derivacidn vectorial, hallamos 

V x J Jp. = i V x j(r ') - j(r •) x V (1 ). (24.12) 

ComoV x j(r') = 0, ya que./(/■') no depende del vector r sobre el que ac- 
tiiaV yV(l/R) = R/R\ 

7 (24.13) 

R 

y 

H(r) = 1 ^ jir ) R y R * v - ( 24 ‘ 4 > 

La fdrmula (24.14) muestra que cl clemento de volumen (1V \ por cl que 
fluye una corriente de dcnsidad j, crea un campo magnetico 

dH(r)= J(r '^ R dV (24.15) 

(ley de Biot — Savart). 

Si el campo es creado por una corriente cuasilincal cerrada que fluye a 
lo largo de cierto contomo I, en las fdrmulas (24.14), (24.15) serfi preciso 
' realizar una evidente sustitucidn 

jdV'-Jdl, (24.16) 

dondc J es la intensidad de la corriente en el contorno. Un pequefto elemen- 
to dc corriente cuasidimensional crea un campo 

dH (r) = i^A, (24.17) 

mientras que el campo magnetico total se obtiene integrando (24.17) por 
todo el contorno. 

La ley de Biot — Savart puede considerarse como la base de la magne- 
tostatica y partiendo de ella, podemos Uegar a las ecuaciones (24.1), (24.2). 
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24.3. Potential seudoescalar del campo raagntiico y hojas magneticas. 
Debido a que el empleo del potential vectorial del campo magnetico es me- 
nos cbmodo que la aplicacibn del potencial escalar en electrostbtica, surge 
la pregunta ^es tambien posible para el campo magnetost&tico introducir 
cierto potencial seudoescalar*' <p(r)7 

Examinemos con mayor detalle esta posibilidad. Sea 

H(r) = -gradi^(r). (24.18) 

Como, de acuerdo con (24.1), rot H = (4 r/c)j y de (24.18) se deduce que 
rot H = — rot grad ^ = 0, la formula (24.18) s61o pucdc ser justa en las re- 
giones donde j = 0. 

En tales regiones el potencial 4> debe satisfacer la ecuacibn de Laplace 

= 0 (24.19) 

que siguc de (24.2), (24.18) y, por si, expresa el hecho de la carencia en la 
naturaleza de cargas magneticas p m = 0. Pero incluso en las regiones donde 
j = 0 y, desde el punto de vista formal, puede introducirse el potencial es¬ 
calar >fr, isle posee una desagradable pro'piedad: multiformidad. 


J 



Ilustremos esto en el ejemplo de un contorno cuasilineal con corriente 
(fig. 24.1). Elijamos para la integracibn el contorno arbitrario / que abarca 
el circuito con corriente J. Calculemos el valor del potencial en el punto A 
despubs de circular por este contorno: 

+a = *a+ §* (24.20) 

in 


Si <l/(r) fuese una funcibn univoca continua de las coordenadas, £ d<l> = 0. 
Pero en realidad <n 

<£ d<{- = V+dl = - <£ H-dl = -yJ, (24.21) 


Recordcmos que H cs un seudovector. 
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y, por lo tanto. 


'f'A~*A = Y J - (2422) 

La ultima relaci6n nos muestra que <I> A ( r ) es una funci6n univoca de las 
coordcnadas y despues de circular por cualquier contorno cerrado, abarca- 
do por un circuito con corriente, adquiere el incremento AirJ/c , donde J es 
la corriente total que fluye por la supcrficie arbitraria que se apoya en el 
contorno de integracibn. 

Prestemos atencibn a la similitud entre (24.22) y las condiciones de 
frontera (23.9) en la superficie de la capa elbctrica doble: en (24.22) el papel 
de potencia de la capa es desempeflado por la magnitud 

k m = J/c. (24.23) 

La segunda condicibn de frontera, anbloga a (23.10), tambibn se cumple en 
cualquier superficie, ya que la componente normal del campo magnbtico es 
continua: 

a^ 2 /an o av.,/a/«. (24.24) 

Asl, pues, el contorno cuasilineal con corriente es matembticamente 
equivalente a la capa magnbtica doble, llamada tambifcn hoja magnbtica. 
Es de remarcar que el sentido de las hojas magnbticas es puramentc formal. 
La posicibn de la superficie de la hoja magnbtica no es univoca y en ella no 
hay cargas magnbticas reales o corrientes. La propia introduccibn del po- 
tencial escalar del campo magnfetico y la nocibn de las hojas magnbticas li- 
gada con 61 es util para resolver ciertos problemas magnetostbticos. 

24.4. F6rmula de Ampire. En un campo magnitico sobre una particula 
cargada de pequeflo tamaflo actua la fuerza de Lorentz 

#= £ v x H. (24.25) 

c 

Hallcmos la fuerza que actua sobre un pequeflo elemento macroscbpico dl 
de corriente cuasilineal. Sea que las particulas est&n en movimiento a una 
velocidad v por un conductor de seccibn S. Su concentracibn es n y la densi- 
dad de corriente se da con la fbrmula j = pv = env. La magnitud J = jS 
serb la intensidad de la corriente en el conductor, mientras que el elemento 
de su volumen serb escrito dV = Sdl. 

La fuerza dF que actua en el elemento dl del conductor es obtenida su- 
mando (24.25) por todas las particulas dentro de volumen dV: 

dF = V - [v x H] = e -^ (v x H] = — [dl x H) = - [dl x H). 

La c c c c 

WK) 
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Aqui ha sido utilizado el hecho del paralelismo de v y dl, asi como la cons¬ 
tancy de H en los mbrgenes del pcquefto volumen dV. La ultima formula 

dF = -\dl y. H\ (24.26) 

c 

recibe el nombre de Ampire. 

La fuerza que actua sobre un pequeho elemento de corriente volumetri- 
ca es obtenida de (24.26) por la sustitucibn Jdl — jdV: 

dF = ![/ x H\dV = fdV, 

donde 

f = ±jxH 

es la densidad de la fuerza (referida a la unidad de volumen) 

§ 25. Momcnto magntiico 

En cstc par&grafo calcularcmos el campo magnctico a grandes distan- 
cias de un sistema acotado de corricntes estacionarias. Este problema se pa- 
rece al que rcsolvimos en el § 21 y quc sc reduce al desarrollo del potencial 
vectorial (24.8) por los momcntos multipolares. Pero aqul sblo nos limita- 
rcmos a toniar en cuenta el miembro dipolar. 

Sea que las corrientes fluycn en un volumen finito de dimensibn lineal I. 
Si la distancia hasta el punto de observacibn r ► /, en el desarrollo (21.1) 
podemos limitarnos al tfermino lineal por Ur: 



Sustituyendo este dasarrollo en (24.8), obtendremos 

A(r) = + 

Mostremos que 

j/(r')rfl''= 0. 

Con ello, partimos de la identidad 

div' ((a •/•')/(#•')) = a j(r'), (25.4) 

donde a es un vector constante arbitrario, en tanto que div' se toma por las 
coordenadas r'. En (25.4) se ha hecho uso de la condicibn de que las 
corrientes son estacionarias div'y(r') = 0. Integrando (25.4) por todo el 
espacio y empleando el teorema de Ostrogradski — Gauss, tendremos 

$ a-j(r')dV'= \j n (r'Yfl-r’)dS = 0, 


(25.2) 

(25.3) 


(24.27) 

(24.28) 
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ya que j„ = 0 en una superficie infinitamente alejada. Debido a la arbitra- 
riedad del vector a, de la ultima igualdad sigue (25.3). Esto significa que en 
el caso dado, el tfirmino analogo al potencial coulombiano no existe. 

Transformcmos ahora en (25.2) la segunda integral. Partiendo de la 
identidad 

W X/(r')l X r =j(r )(r r ) - r’(j r). (25.5) 

En el ultimo sumando sustituimos j-r = div'[/(rr')]. A continuation, 
multiplicamos en forma escalar los dos miembros de esta igualdad por el 
vector constante arbitrario a y la integramos por todo el espacio: 

<H\lr' xj(r’)W’ xr] = 

= a y{r )(r r 'tdV' - Jfer')div' l/(r')(r r')]dP'. (25.6) 
Esta ultima integral se transforma mediantc la identidad 

(fl-r')div' I/(r')(r•»•')) = div' [/(r r')(a r')] - <0 JW‘r ')• 

Despuds de la integration por todo el cspacio y de emplear el teoreina de 
Ostrogradski — Gauss, el sumando en cl primer miembro que contiene 
div' se reduce a cero. Como resultado, la igualdad (25.6) toma el aspecto 


a[J V y.j(r')\dV' X r) = 2 a\Hr )(r r )dV'. (25.7) 

Debido a la arbitrariedad del vector a, de (25.7) se desprende: 

\lr- xy(r')ldK'xr = 2|/(r')fr r')c/P'. (25.8) 

Sustituyendo (25.3) y (25.8) en el desarrollo (25.2), obtendremos 

A (r) = (25.9) 

donde el vector 

M= ‘'h\\'*Hr)\dV (25.10) 

recibe el nombre de momento magnitico dipolar. 


Las formulas (25.9) y (25.10) resuelven el problema de cOlculo del po¬ 
tencial vectorial lejos del sistema de corrientes estacionarias. Indiquemos 
que el momento magntiico M es invariante con relaci&n al desplazamiento 
del sistema de referenda: la sustituciOn de r por r + a, a causa dc la igual¬ 
dad (25.3), no varia la integral en (25.10). 

Como ejemplo de empleo de la formula (25.10) calculemos el momento 
magnttico de un contorno piano con corriente continua J que yace en el 
piano xy (fig. 25.1). Realizando la sustituci6n jdV — Jdl (vease (24.16)), 
escribimos 

M = x dl). 
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(25.11) 



Es fAcil ver que el valor del vector 1/2 [r x dl 1 es igual al Area del triAngulo 
sombreado y estA dirigido a lo largo de la normal n al piano del contorno. 
Asi, pues. 


2 



x dl] = Sn, 


(25.12) 


donde S es el Area acotada por el contorno con corriente. Como resultado, 
el momento magn6tico de un contorno piano con corriente deberA ser escri- 
to 


M=-Sn. (25.13) 

c 



Consideremos, como segundo ejemplo, el cAlculo del momento magn6- 
tico creado por un sistema de particulas cargadas. Sea que las cargas y ma- 
sas de las particulas son igualesa^y/n,, respectivamente (/ = 1,2, .... N). 
Utilizando la f6rmula (13.14) para la densidad de corriente 

J = £ e ,"JUr - o. (25.14) 

obtendremos de (25.10) 

Efl'.X’J- P5.15) 

I i 


Aqul, p { = my : es el impulse de la particula, en tanto que 
lt = r,x p„ 

el momento del impulso respecto del origen de coordenadas. 
De tal manera, 



(25.16) 


(25.17) 
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Esta fdrmula se simplifica en caso de la identidad de las partlculas, cuyas 
cargas y masas (o bien sus razones) son iguales: 

M = ~ — L, (25.18) 

2 me 

donde L = £ l t es el momento total del impulso del sistema de partlculas. 

I 

En particular, la fdrmula (25.18) siempre es justa para una partlcula carga- 
da independiente que realiza un movimiento finito en cierto campo exte¬ 
rior. El coeficiente de proporcionalidad entre los momentos mecSnico y 
magnfetico 

r, = e/2mc (25.19) 

se determina con la razdn entre la carga de la particula y su masa. 

La relacidn (25.18) proporciona la ligazon entre los momentos meedni- 
co y magn&ico creados por el movimiento de partlculas cargadas en cl es- 
pacio. Pero para muchas partlculas tanto cargadas (electrones, protones), 
como ncutrales (neutrones, Stomos), cs tambifcn propio el momento mag¬ 
netico interno de espin, determinado por su estructura interior. Entre los 
momentos magnetico Af, y el momento mec&nico L s se cumple la relacidn 
del tipo (25.18) 

M S = vJ-„ 

pero el coeficiente de proporcionalidad ij, no coincide con (25.19) y es dife- 
rente para diversas particulas. El momento magnetico (de espin) es un fe- 
ndmeno cu&ntico inexplicable por la electrodin&mica cldsica. 

Retornemos a la fdrmula (25.9) y calculemos la intensidad del campo 
rnagn6tico H = rot/1 distanciado del sistema de corrientcs. Tencmos 


y 


H = V x 


M * r = x [Wxr]-[Mxr]xV 


V x [M x r] = /V/(V r) - (M■ V)r = 2M, 
por lo tanto 




_ >(M r) M 
r 5 r 3 ' 


(25.20) 


Seflalemos que la fdrmula (25.19) coincide con una precisi6n hasta las de- 
signaciones con la intensidad del campo del dipolo electrico (21.11). Los 
componentes esffericos de H tienen el aspecto 


H, = 


2AfcosiJ 




A/seniJ 


■•».= o. 


(25.21) 


r- " n 

(comp, con (21.12)). La forma de las lineas de fuerza de los dipolos elfectri- 
co y magnetico es la misma. 



§ 26. Energia y fuerzas en el campo magnetico continue 


26.1. Energia magn6tica de las corrienles estacionarias. Calculemos la 
energia magnetica total de un sistema acotado de corrientes estacionarias. 
Partiendo de la expresibn para la densidad, la energia magnetica (formula 
(16.28) para E = 0): 

tv = H 2 / 8x. (26.1) 


Haciendo uso de las identidades div [H x A] = A ■ rot W — HtoxA y de 
la fbrmula (24.5). hallamos 


w = 


div [// x A ] 
8 * 


A ■ rot H 

8ir 


(26.2) 


La energia total es proporcionada por la integral de w por todo el espacio. 
La integral volumbtrica de div [H x A ) se transforma en una integral por 
una superftcie infinitamente alejada y se anula debido al decrecimiento r4- 
pido del producto \H x A ] — r -5 a grandes distancias del sistema. Expre- 
semos el factor rot H por ] con ayuda de la ecuaci6n (24.1). Como resulta- 
do obtenemos la energia magnetica total del sistema en la forma 


W = -L-^j-AdV. 


(26.3) 


La expresibn hallada es anbloga a la fbrmula (22.5) para la energia elcctro- 
stbtica. 

26.2. Energia de un sistema de contornos con corriente. Cocficicntcs de 
autoinduccibn e inducclbn mutua. Sea que hay varios conductores con 
corriente. Escribamos A = £ A „> donde A a es el potencial vectorial crea- 


do por el o-6simo conductor. Debido a la linealidad de las ecuaciones de 
elcctrodin&mica el valor de A a no depende de la presencia de otros conduc¬ 
tores y la intensidad de la corriente en ellos. Mediante (26.3), obtenemos 
W- I «'-+ I H'*. (26 4) 


= < 26 - 5 > 

es la energia magnetica propia del a-esimo conductor, 

+ (26.6) 

es la energia de interacci6n de los conductores a y b. La integracibn se reali- 
za por el volumen de los conductores. Las dos integralcs en el segundo 
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miembro de la ultima igualdad son iguales, de lo que podemos cerciorar- 
nos con facilidad mediante la fbrmula (24.8). A1 aplicar la fdrmula indica- 
da encontremos 

W+ = p- j dV J V V < 26 - 7 ) 

La densidad de corriente en el conductor y el campo creado por 61 son 
proporcionales a la intensidad de la corriente: j„ — J a , A a ~ J a . Por esto, 
las energias propia y mutua dc los conductores pueden ser escritas en la for¬ 
ma 

(26.8) 

donde L aa , L ab = son coeficientes que no dependen de la intensidad de 
la corriente, pero dependen dc la forma y las dimensiones de los conducto¬ 
res, de su disposicibn mutua, as! como, hablando en general, de la distribu- 
ci6n de la corriente por sus secciones. Respectivamente, reciben el nombre 
de coeficientes de autoinduccidn y de induccidn mutua. 

Cuando tratamos conductores cuasilineales, cuyo grosor es pcqueflo en 
comparacibn con su longitud, sustituyendo cn (26.7) jdV — Jdl y compa- 
rando el rcsultado con (26.8), hallaremos para el cocficiente dc induccidn 
mutua una exprcsibn en forma de una integral doble de contorno: 

L ab = (26.9) 

Aqui vemos que/. ofc tiene la dimensi6n de la longitud, con la particularidad 
deque por elordendela magnitud L ab «» donde/, y l 2 son las longi¬ 

tudes de los conductores, R, la distancia media entre ellos. 

Sin embargo, la aproximacidn de un conductor infinitamentc fino no es 
aplicable al calcular el coeficientc de autoinduccidn, ya que ella conduce a 
la divergencia de la correspondiente integral. Por esto, ese coeficiente debe 
calcularsc mediante la energia magnfetica: 

L aa =2c 1 W aa /J 1 a . (26.10) 


P. ej., aprecicmos scgun su orden el valor de la autoinducci6n de un conductor fino 
cerrado de radio a y longitud I > a. A distancias r < I del ejc del conductor su campo poco sc 
diferencia dc cl dc un conductor recto. Considcrando la distribuclOn de la corriente uniforme 
por la seccidn y utilizando la f6rmula (24.4a), la energia magnttica dentro del conductor 
puede ser escrita en la forma 


tf-io 


j Irrdrdl 


J 1 ! 
4 c 1 


Para la energia acumulada en el exterior, tendremos 
tt'? = 


1 - 


Irrdrdl = — 
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El imcgrando describe el campo correctamente s6to a distancias r ■* 1. Con r > l el cam- 
po decrece con consideiable rapidez, H - r~ > . ya que a talcs distances el circuito con 
corrience pucde considerarse como un dipolo magnfctico y la integral converge. Obtendremos 
la apreciacidn H'jjj segun el ordcn de la magnitud, si conamos la integral por r a una distancia 
del orden de I: 

ji 

De esta apreciaddn vemos que IV^cs menor que K'® 1 en el factor In (//a) y si dicho logaritmo 
es grande 

L a. ” * 7J In tt/a). (26.11) 

Establezcamos la ligazbn enlre los coeflcientes de induccibn y los flujos 
magnbticos para un sistema de conductors cuasilineales. En la fbrmula 
(26.5) sustituyamos }jIV a por JjU a , donde dl Q es un elemento de la Unca 
axial dc un conductor cuasilineal cerrado. Obtenemos 

Wm = £ ^ A = i = W 7 **- (26 8a) 

donde 4>„ es cl flujo de la intensidad del campo magnetico crcado por la 
corriente en el conductor que pasa por una superficic acotada por la Unea 
axial del conductor. A1 pasar a la integracibn por el circuito despreciamos 
la no homogencidad del campo propio de la corriente en los limites del gro- 
sor de conductor. Esto es tolerable para un conductor fino, ya que, como 
vimos mbs arriba, la rcgibn interior introduce pequeba aportacibn. 

Una transformacibn anbloga nos proporciona 

< 26 - 8b) 

donde es el flujo magnetico creado por el contorno b a tra- 

v£s del contorno a. Mediante la comparacibn de las dos ultimas fbrmulas 
con (26.7), hallamos 

= LJJc, * ab = L.'S'/c, (26.12) 

es decir, las inductancias participan como coeficientes de proporcionalidad 
entre los correspondientes flujo magnbtico e intensidad de la corriente. 

26.3. Sistema de corrientes en el campo exterior. Hagamos uso de la 
expresibn (26.6) para calcular la energia de interaccibn de un pcquefto siste¬ 
ma de corrientes estacionarias con campo magnetico exterior debilmente 
no homogeneo en los limites del sistema de corrientes que examinamos. 
Eligiendo el origen de referencia O' dentro del sistema considerado 
(fig. 26.1), representemos el potencial vectorial del campo exterior en la 
forma 

A(R + r) = /!(«) + (rV\A(,R), (26.13) 
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donde el operador V actua sobre las coordenadas R . La energia buscada se 
expresarS as! 

M' = | ^r) A&)dV + i ^(r)(r-V)A{R)dV. (26.14) 

Aqui la integracidn se realiza por las coordenadas del vector r. Debido a la 
igualdad (25.3) la primera integral se anula. La segunda se transforma me- 
diante la f6rmula (25.8), en la que r conviene ser sustituida por el vector V: 

^ ^(ry,r V)dV = ^-^[r xj(r)]dy x V = M x V. (26.15) 

y empleada la definicidn de momento magnetico (25.10). 

Con el fin de obtener la segunda integral en la igualdad (26.14) hay que 
multiplicar de forma escalar (26.15) por /1 (/?), lo que nos perinite cscribir: 

H' ull = |Afx V] A(R) = M H, (26.16) 

donde H(R) = V x A (R) es la tensi6n del campo magnetico exterior. 




26.4. tuerzas en el cumpo magnetico contlnuo. Calculemos la fuerza 
que actha sobre un contomo con corriente ubicado en un campo magnSti- 
co. Es c6modo partir de la expresidn para el trabajo elemental M de un 
campo magnetico con el fin de desplazar cada elemento del circuito dl a 
una pequefla distancia Sr (fig. 26.2): 

•|dl x H)-6r = 

V) <o 


i $»■ 


[Sr x dl] = 


6A = &>dF-Sr = l- 


J 

c 


§ 


//■ds =-a*. 

c 


(26.17) 


A1 escribir esta secuencia de igualdades hemos utilizado la fdrmula de Am¬ 
pere (24.26). Con SS est& designada la superficie descrita por el circuito con 
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corriente que examinamos durante su desplazamiento y deformaci6n. Asi, 
pues, 5* es el flujo magnetico adicional que pasa por el contorno. Esto sig- 
nifica que la fbrmula obtenida (26.17) proporciona la expresi6n para el tra- 
bajo elemental con el desplazamiento lento (adiabdtico) del circuito cuando 
es posible despreciar en 41 la variacibn de la corriente a cuenta de la indue - 
ci6n electromagnetica. 

Es de sefialar que la magnitud en el segundo miembro de (26.17) es el 
incremcnto de la energia magnfctica (26.8,b) de circuito con corriente en el 
campo magnetico exterior: 

^S* = SW lm . (26.18) 

Si introducimos la magnitud 

V= (26.19) 

que recibe el nombre d efuncidn potential del circuito con corriente en cl 
campo magnetico, para el trabajo elemental obtenemos la forma 

6A = -SU (26.20) 

es decir, lo mismo que en mec^nica el trabajo se expresa por medio de la 
energia potcncial. Pero como, por otro lado, el trabajo csi& ligado con las 
fuerzas generalizadas Q, y el incremento de las coordenadas gcneralizadas 
Sq t mediante la fdrmula corriente 

SA= ■£ Qfiq„ (26.21) 

I 

al comparar (26.20) con (26.21) hallamos la expresidn para las fuerzas ge¬ 
neralizadas 

06 . 22 ) 

Como se desprende de la ultima relacidn, asl como de (26.20), la magnitud 
U, al calcular las fuerzas, desempefla el mismo papel que la energia poten- 
cial. Pero, como el campo magnetico no es potcncial, dicha magnitud no es 
denominada energia potcncial, sino funcidn potencial. 

Aunque hemos demostrado la fdrmula U = — W s61o para el caso del 
circuito con corriente, ella tambifcn es v41ida para otros sistemas (la de- 
mostracidn de esto no va a ser aducida). 

En particular, para el dipolo magnetico en el campo exterior 

U = -MH. (26.23) 

Esta expresidn conduce al siguiente valor de la fuerza que actiia sobre el di¬ 
polo: 

F= —VC/ = (MV)H (26.24) 
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y al momento de fuerza: 


N = M x H 


(26.25) 


(comp, con las correspondientes formulas (22.23) y (22.24) para el dipolo 
elbctrico). 


Capitulo VI. Ondas electromagneticas 


§ 27. Ecuaciones de onda 


27.1. Ecuaciones del carapo electromagnbtico al no haber cargas. El sis- 
tema de ecuaciones de Maxwell para p = j = 0 toma el aspecto (14.17): 


ro rotJf-IH, 

c dt c dt 

divE = 0, div//=0. 


(27.1) 


Para cada uno de los vectores £, H por separado es f&cil obtcncr 
ecuaciones de II orden. Apliquemos la operacibn rot a la primera ecuacibn, 
lo que conduce a 


rot rot £ = —- rot H = —L 

c 31 c 2 dt 2 


(27.2) 


dondc tambifen hemos hccho uso de la ecuacibn para rot H. De inmediato 
transformamos: 


rotrotE = V x (V x E) = V(VE) - V J E = -A£, 


(27.3) 


ya que divE = V •£ = 0. En resumen (27.2) toma la forma de la ecuacibn 
de onda de d' Alembert: 




(27.4) 

Exactamente de este mismo modo obtenemos la ecuacibn de onda para H: 

0. (27.5) 


AH-± d2fl 


dt 1 

Pasemos ahora al problema de la mbs cbmoda eleccibn de los poten- 
ciales electromagnbticos para describir el campo al no haber cargas. Como 
ya sabemos, cn el caso general, necesitamos una magnitud de cuatro com- 
ponentes (< p , A ). Hagamos uso de la transformacibn de calibracibn 


A = A + v x , 


1 dx 

tfi = <0 -—- 

cat 
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con el fin de reducir el potential escalar a cero: ip = 0. Elijamos la calibra- 
ci6n de Lorentz y empleemos la ecuacibn (18.6). Diferenribndola segun el 
tiempo, hallamos 

□ ^= 0. 

at 

Pero, de acuerdo con (18.5), a semejante ecuacibn tambibn satisface el po- 
tencial escalar para p = 0: 

□ ^ = 0. 

Por ello, podemos elegir x de tal manera que — ^ = ip.es decir, ip = 0. 

c ol 

Aliora, omitiendo en el potential vectorial el simbolo “tilde”, escribi- 
mos las fbrmulas que ligan a esta con las intensidades del campo E. H: 

H = rot/4. (27.6) 

c at 

El potential vectorial, para j = 0, satisface la ecuacibn de onda homogbnea 

QA = 0 (27.7) 

y las condiciones de Lorentz (18.3) y de Coulomb (18.7) coinciden: 

div.4 = 0. (27.8) 

Debemos seflalar que la eleccibn de la calibracibn con la que y> = 0 no 
es invariante dcsde el punto de vista relativista: cn otro sistcma de referen¬ 
da inercial el potential *>' , que cs uno de los componentes del 4-vcctor, Se¬ 
rb diferente de cero y para anularlo hay que efectuar una transformacibn 
gradiental mbs. 

27.2. Ejemplo de solucibn de la ecuacibn de onda — ondas planas. De 
las ecuaciones (27.4), (27.5), (27.7) se deduce que cualquier componente 
cartesiano u de los vectores E, H y A satisface la ecuacibn de onda. Investi- 
guemos su solucibn dependiente sblo de la coordcnada jc y del tiempo /. Es 
evidente que la direccibn del eje x es plcnamente arbitraria. 

En las suposiciones adoptadas, la magnitud u(x,t) satisface la ecuacibn 



}-±\(JL+L]L 

c at) \3x c at 


) 


u(x,r) = 0, 


(27.9) 


en la que hemos escrito el operador de d' Alembert en forma del producto 
de dos factores. Introduzcamos nuevas variables 

$ = x - ct.-n = x + ct (27.10) 

de forma que la transformacibn inversa proporciona 

x=«+,)/2, r = (»-«)/2c. (27.11) 


10-948 
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Tenemos 


y 


di a? ax a? dt dx c a/ 
2 _a_ = _a_ + _i a__ 

di\ dx c dt 


como resultado de lo cual la ecuacibn (27.9) adquiere el aspecto 

dhijt.ri) _ 
didv 


Resolviendo la ultima ecuacibn, obtenemos 


S=jS^-i*> 

d n 

e integrando una vez mSs por ij, hallamos 

«(€.>j) = *(>?) + *tt). 

Aqul dg/drj = F(ri) y h (4) dcsempefla el papel de constante de integracibn 
par i) quc pucde depender de la segunda variable como del par&metro. L a 
forma de las funciones g y h no sc determina de la soluci6n de la ecuacibn y 
debe estableccrsc prefijando las condiciones iniciales. Retornando a las va¬ 
riables iniciales, tendremos 

u(JC./) = gU + c/) + /i(jc-cr). (27.12) 

La solucibn es la superposicibn de dos perturbaciones cada una de las 
cualcs sc propaga a los largo del eje x (en la dircccibn de crecimiento o 
decrecimiento de x) a una velocidad c. Esto siguc dc la condici6n de cons- 
tancia del argumento: x ± ct = const. El desplazamiento de un punto con 
valor constante de g o de h transcurre segun la ley x = ±cr + const. Seme- 
jantes perturbaciones reciben el nombre de nndas mdviles planas. 

Ahora, detcrminemos la orientacibn mutua de los vectores E, H, A en 
la onda plana. De la condicibn (27.8) se deduce: 

divA =^£=0. 
dx 

Pero como* entra en el argumento deA en combinaci6n con x ± ct, la ul¬ 
tima igualdad proporciona A x = const. Por consiguientc 

£ ' = “F^ =0 y H * = TOt * A = °- 

Las proyccciones de las intensidades del campo sobre la direccibn de pro- 
pagacibn no existen, ya que en el vacio las ondas electromagniticas planas 
son transversales. 
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Las posteriores relaciones seran obtenidas para las ondas en movimien- 
to en una direccibn. Suponiendo que A (x, t) = A (x — ct ), hallamos 


A continuaci6n, 



o bien 


_1 &4 _ dA 
c dt dx 


dA, dA 

17 ' ~ 17 ' 


H = e x x 


dA 

dx' 


H = n x E, E = H xn 


(27.13) 


donde/i es un vector unitario en el sentido de la propagacibn. Ya que, co- 
mo hemos visto m&s arriba E i n, dc (27.13) sc deduce la igualdad de los 
valores absolutos de los vectores magndtico y eltarico: 

H = E. (27.14) 

En conclusibn calculamos el vector de Poynting: 


T = ^-£xH = -t—E x (it x E) = ~E 2 n = cwn, (27.15) 
, 4ir 4ir 4w 

donde w = E 1 / 4ir = (E 2 + H*)/8 tr es la densidad dc la energia electro- 
magnbtica en la onda plana. A1 deducir (27.15) se hizo uso de la condicibn 
dc transversalidad n-E = 0. La fbrmula (27.15) demuestra de modo evi- 
dente cl transporte de la energia electromagnbtica en las ondas planas a la 
velocidad dc luz c. 

No es dificultoso obtener la soluci6n dc la ccuacibn dc onda en forma 
dc ondas esfbricas. Con la presencia de simetria esferica la ecuacibn de on¬ 
da fuera de la regi6n, ocupada por las fuentes, adopta el aspecto 


1 JL - 1 d2 “ - 

dr r dr c 2 dt 2 


(27.16) 


Si buscamos la solucibn en la forma 


"(r.n 


x(r, O 

r 


la nueva funcibn x(r, t) satisfarb la ecuacibn de onda unidimensional 


37 _ i a 2 * 

dr 2 c 2 dt 2 


= 0 , 


cuyas soluciones ya fueron halladas. De esta manera, la solucibn general 
(27.16) es asi 


u( r, t) = h J r --Ell + ^ r+ r C, \ 


(27.17) 


JO- 
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El primer sumando describe una onda esferica divergente en propaga- 
ci6n desde el origen de coordenadas a una velocidad c. Su amplitud decrece 
como r~' debido a que el flujo prefijado de energia se distribuye por una 
gran Orea. El segundo sumando describe una onda emitida al infinito y 
convergente hacia el centro. 


g 28. Ondas planas monocrorndticas 


28.1. Amplitud, frecuencia y vector de onda. Fase de una onda plana 
monocrom&tica. En las ondas m6viles ocupan importantc lugar las ondas 
planas monocromiticas: 

u(x,/) = u 0 cos[Ar(x - cl) + *>„), (28.1) 

donde k, u 0 , yj 0 son constantes, sus valores se determinan por las condi- 
cioncs de excitaci6n de la onda. En semejante onda la dependencia entre el 
campo electromagnOtico y el tiempo en el punto prefijado del cspacio es si¬ 
nusoidal. La magnitud u = ck recibe el nombre de. frecuencia circular yk, 
de vector de onda (que en nuestro caso esti dirigido por el eje x). El argu¬ 
ment del coseno y> = k(x - ct) + y> 0 se denomina fase dc la onda, la 
constante i/ 0 , su amplitud. 

Es f&cil generalizar la f6rmula (28.1) para el caso cuando la propaga- 
ci6n de la onda plana monocromfitica uanscurre en direcciOn arbitraria 
respeclo de los ejes de coordenadas. EscribSmosla para el campo elictrico 
E: 

E(r,t) = d^cos (k-r — ut + y>o). (28.2) 

Sustituyendo esta funciOn en (27.4), tendremos 

^ £J- = -k 2 E, 

dt 2 

de forma que la ecuaci6n de onda ser& satisfecha con 

u 2 = (cA:) 2 o bienu = ck. (28.3) 

La ultima ecuacibn define la ley de dispersion de las ondas electromagniti- 
cas en el vacio. De ella sigue que la velocidad de fase v p y de grupo v g de las 
ondas coinciden: 


=C> 


dw 

* dk ' 


(28.4) 


lo que significa que la velocidad de propagaciOn de las ondas no depende 
de su frecuencia u, en tanto que los paquetesde onda (superposici6n de on¬ 
das planas monocromOticas con diversas fases) se propagan por el vacio sin 
cambiar de forma. 
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La superficie de fase constante <fi = k-r — ut +if> 0 representa en cierto 
momento prefijado de tiempo un piano descrito con la ecuacibn 


r, = - t + const, 
k 


(28.5) 


donder, es la proyeccibn der sobreAr. El piano de fase constante es perpen¬ 
dicular al vector de onda k y se desplaza a lo largo de * a una velocidad 
/*! = u>/k = c. La frecuencia y el vector de onda estin ligados con el 
perlodo de variacidn del campo T y la longitud de onda X mediantc las co- 
nocidas relacioncs: 


2x x = ~= — 

u k u 


(28.6) 


Debido a la linealidad dc las ecuaciones de Maxwell y de las ecuaciones 
de onda, que se desprenden dc las primeras, su soluci6n no s61o es (28.2), 
sino tambibn una funcibn complcja mis general 

E(r,t) = E 0 exp (/*•#■ - /«/) (28.7) 

cuya parte real para £ 0 = fy* 0 es (28.2). Desde el punto de vista matcmi- 
tico cs mis cftmodo trabajar con exponenciales que con funciones trigono- 
mbtricas, ya que el uso de operadores diferenciales div, rot. A, d/St no 
varian su forma: 


divE = ik-E, rotE = ik x E, AE = —k 2 E, 


— = -fu£. (28.8) 

St 


For csto, en electrodinimica, por regia, sc hace uso de las representaciones 
complejas de los campos, teniendo en cuenta que las magnitudes fisicas que 
sc miden son partes realcs de las respectivas expresiones complejas. En ade- 
lante, tambibn utilizarcmos, principalmente, funciones complejas dcsig- 
nindolas con los simbolos anterioresE, H, etc., en todos los casos cuando 
ello no provoque equivocos. 

No obstante, hay que comprender que al pasar a magnitudes energiti- 
cas, cuadriticas respecto a las intensidades del campo, es preciso utilizar 
los campos reales. Al calcular campos medios por su periodo de valores 
2x/ui de las magnitudes cuadriticas son c6modas las siguientes fbrmulas: 

si A = A#~ la, y B -- entonces 

A 2 = lReL4 0 e- , “')] 2 = M 0 l 2 /2= \A 1 2 /2, (28.9) 

AB = ReWoe-r-ORetBrf?-'-) = 

= l/4(/t 0 B;+A5S 0 )= l/2Re(ylB»). (28.10) 

Retornemos al anilisis de las propiedades de la onda plana monocro- 
mitica. En ella, el campo magnfetico debe depender der y t por la misma 
ley (28.7) que el campo elictrico, ya que de otro modo no serin satisfechas 
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las ecuaciones de Maxwell (27.1): 

H(r, t) = // 0 exp(/A-r - iuf). (28.11) 

La sustitucibn de (28.7), (28.11) en el sistema (27.1) permite obtener la liga- 
zbn entre las amplitudes complejas de los campos: 

H o r=nxE 0 , E 0 =H 0 xn, n-E 0 = 0, n-H t ~ 0. (28.12) 

Aqui 

n = ck/u = A/A (28.13) 

es un vector unitario en la dirccci6n de propagacibn de la onda. Las corre- 
laciones (28.12) significan que los vectores E 0 , H 0 , n forman un trio de vec- 
tores perpendiculares entre si, con la particularidad de que los m6dulos de 
las amplitudes E 0 y H 0 son iguales: l£ 0 l 2 = l// 0 l 2 

28.2. Transformacibn de la frecuencia y el vector de onda. Efecto 
Doppler. Aclaremos la ley de transformacibn de fase de una onda plana 
monocrombtica al pasar a otro sistema de referencia inercial. Despufcs de 
escribir las formulas de (ransformacibn de las intensidades (10.3) en la for¬ 
ma 

E '= E^', etc 

vemos que ellas sblo pueden satisfacerse en cualquier punto del espacio — 
tiempo en caso de la invariancia de la fase: y>' = <p = inv. Esto estS ligado 
con que la magnitud A-p/ 2x cs el numero de miximos o de minimos del 
campo entre dos puntos cspaciales — temporales que no desprende del sis¬ 
tema de referencia elegido. 

De la invariancia de la fase se desprende 

At — ojf = inv (28.14) 

y, como y<«, r) forman un 4-vector, la frecuencia u y el vector de onda A 
de una onda plana monocromfitica forman tambien un 4-vector: 


k‘= (28.15) 

La ley de transformacion de A y o> se desprende de las formulas generales 
(1.18) de transformacibn del 4-vector. 

Hallemos la relacidn entre la frecuencia a 0 de la onda en el sistema de la 
fuente y la frecuencia o> de esa misma en el sistema del observador. La 
fuentc y el observador se mueven a velocidad relativa V. Escribamos la ley 
de transformacidn de los componentes termporales A °: , 


t o' _ Wc — Vkjc 
c ~ VI - Wc 2 


(28.16) 
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Suponiendo que ui' — oj 0 , k x = — cos 6, donde 0 es el Angulo de propaga- 
ci6n de la onda respecto de V en el sistema del observador, hallamos 


'1 - (V/c )cosfl 


(28.17) 


Esta f6rmula expresa el efecto Doppler , es decir, la variacidn de la frecuen- 
cia de la onda provocada por el movimiento relativo de la fuenle y el recep¬ 
tor. 

Para V/c <« 1, tendremos 

A<jj = oj — o> r = <o o (K/c)cos0. (28.18) 

La frecuencia de la onda crece al aproximarse la fuente y el observador (la 
proyeccidn de la velocidad sobre la direccidn del rayo V t = KcosS > 0) y 
decrece al alejarse (K, < 0) (efecto longitudinal Doppler). Si la velocidad 
relativa estA dirigida perpendicularmentc al rayo visual (cos6 = 0), la dis- 
minuci6n de la frecuencia es un efecto cuadrAtico segun V/c : 


-m'- 


(28.19) 


es decir, el efecto transversal Doppler. 

De las fdrmulas de transformation del 4-vector de onda tambi&n pode- 
mos obtener la ley de aberration de la luz ya estudiado en cl § 2. 

28.3. Polarization de una onda plana. Aqul vamos a cstudiar con ma¬ 
yor detallc las propiedadcs de la amplitud £ 0 de la onda plana monocromA- 
tica. Al describir el campo de forma compleja E 0 es un vector complcjo que 
puede ser descompuesto en dos vectores reales: 

E 0 = E ot + iE 02 . (28.20) 

En virtud de las condiciones (28.12) E 0I y E m deben ser perpendiculares al 
vector de onda A; por lo demAs ellos son arbitrarios. 

Desprendamos de (28.20) el factor de fase e^o de forma que los dos vec¬ 
tores reales restantes sean entre si perpendiculares: 

E o = (&\ + iZy"), ^ • #2 = 0. (28.21) 

Expresando de (28.21) y ^ 

<?, = £ 0l cosy> 0 + E^seny-o, ( 28 . 22 ) 

= -£ 0 i sen^o + fc^cos v> 0 , 

de la condition de perpendicularidad - &= O.obtenemos el valor de la 
fase <p 0 : 


M 0 = 

C 0I £ 02 


(28.23) 
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Despues de esto la pane real de E, o sea, el campo observado se escribi- 
ra en la forma 

E = <?i cos (* r - co/ + ¥>o) + 4 sen (* r - wt + *>„). (28.24) 

Eligiendo los ejesx ey a lo largo de los vectores y <? 2 , respectivamente, 
hallamos la ecuacidn de la curva que describe el extremo del vector E: 

= 1. (28.25) 

En el caso general 6sta es una elipse con semiejes y es decir, la polari- 
zacidn de la onda es eliptica. En dependencia de si <?', n forman una 
terna de vectores derecha o izquierda, la direcciOn de rotaciOn se denomina 
izquierda o derecha. (Histdricamente se ha creado una terminologia que 
contradicc a la que serla mis natural). 

El vector magnttico tambien describe una elipse cuyos ejes est&n gira- 
dos respecto a los ejes del vector eltetrico en tt/2. Las direccioncs de rota- 
ci6n de£yH coinciden. 

Siendo <f, = la polarizaciOn eliptica degrada en circulo que tambifen 
puede tener dos direccioncs de rotacidn. Cuando * 0, rf 2 = 0 o bien 
^ = 0, * 0 la polarizaciOn se convierte en lineal: los vectores electrico y 

magnttico oscilan a lo largo de las direcciones fijadas perpendiculares entre 
si. Es de seflalar que con k prefijado son posiblcs dos polarizaciones inde- 
pendientes de la onda plana monocrom&tica: eliptica (en caso particular, 
circular) con direction de rotacidn derecha o izquierda o bien dos polariza¬ 
ciones lincalcs por direcciones perpendiculares entre si. 


§ 29. Ondas no monocrom&ticas. 

Descomposicidn espectrul 

Por regia, los campos magncticos alternatives, creados por fuentes rea¬ 
les, en mayor o menor grado son no monocrom&ticos. Supongamos que en 
el punto dado cl campo puede desarrollarsc en la integral de Fourier. Escri- 
bamos dicho desarrollo, generalizando la formula (28.1), en la forma 

U (O “ ^ | u(u)cos(v>(a>) - ut]du. (29.1) 

o 

Aqui U (t ) es cierto componente cartesiano de los vectores E.H o A, mag- 
nitud real. En vertad, en el desarrollo (29.1) introduce, por regia, la aporta- 
ci6n fundamental cierta region Finita de frecuencias oi determinada por la 
forma de la funcidn u(u). 

Lo mismo que para las ondas monocrom&ticas es c6moda la descrip- 
ci6n compleja del campo. Por analogia con (28.7) liguemos al campo (29.1) 
la funciOn compleja 

u (0 = ^ \ M(“)expll*K») - iwi ]du, (29.2) 
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(29.3) 


con la particularidad de que 

t/«)= (/'(() +«(/"(()• 

La pane imaginaria 

U"(t) = f u(u)sen lv=(u) — wt ]du (29.4) 


se determina unlvocamente 0 por la parte real U (I), ya que ella se obtiene 
de la ultima al sustituir la fase <p(u>) de cada armdnica de Fourier por 
V>(c*>) — r/2. 

La magnitud U(t ) recibe el nombre d eseftal analltica. Es utilizada con 
frecuencia en la teorla de los campos de ondas, de oscilaciones, en radiot^c- 
nica, etc. La singularidad caracteristica de la funcidn U(t ) consiste en que 
ella contiene las armdnicas de Fourier s61o con frecuencias positivas. Por 
lo tanto, si con todas las t reales (o sea, la integral por w en (29.2) converge) 
U(t) es acotada, ella tambiin seguird si6ndo!o con los valores complcjos 
t = t' + it ' que yacen en el semipiano inferior (/ " < 0). En efecto, susti- 
tuyendo en (29.2) / por t ’ + it " obtenemos en el integrando el factor adi- 
cional exp (wt ") que, para t " < 0, s61o aumenta la convergencia de la in¬ 
tegral por <j>. Esto nos indica que la funci6n U(t), examinada para t 
complejos, en el semipiano inferior es analitica (no tiene singularidadcs). 



Fig. 29.1 


La analiticidad de (/(f) en el semipiano inferior de t complejo permite 
establecer una relaciOn integral sencilla entre U (r) y V (t ). Con este fin 
examinemos la integral (29.5) por el circuito no cerrado C (fig. 29.1), pero 
al mismo tiempo el punto t' = t circula por el arco de la pequeila semicir- 
cunferencia por abajo. Como (/(/') y (/ ' - 0* 1 no tienen singularidades 
dentro del contorno de integracidn, dicha integral se reduce a cero: 

j dt ' = 0. (29.5) 
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La integral por el arco de circulo grande se anula a causa del rbpido decrc- 
cimiento de U(t ) cuando l — «> en la semicircunferencia inferior. La in¬ 
tegral por la semicircunferencia pequeAa c se calcula directamente y pro- 
porciona el semiresiduo de la funcibn subintegral: 


j^L rf ,' = f vc,(o. 


(29.6) 


Por fin. la integral restante por el eje real debe calcularse con el punto 
exclusivo en el sentido del valor principal, es decir, de la integracibn se 
exciuye el segmcnto (t — p, t + p) del eje real, cuando p — 0. En resumen, 
tomando en consideracibn (29.6), Uevamos (29.5) a la forma 


4-SB 

ixU (/ ) + = 0. 


(29.7) 


Dividiendo en (29.7) las partes real e imaginaria, hallamos la relaci6n bus- 
cada entre ellas: 

v ' v > m -i]-r=r*'- - <29!l 

Las relaciones (29.8), que ligan las partes real e imaginaria de cierta 
funcibn compleja de la variable real, llevan en matcmbticas cl nombre de 
transformaciones de Hilbert. Estas desempeflan importante papel en fisica 
(vbase, p. ej., el § 5 de la II parte del presente libro) y, por regia, son llama- 
das relaciones de dispersidn, pucsto que por primera vez fucron investiga- 
das en la teoria de dispersibn de la luz. 

Mbs cbmoda que (29.1) es la forma compleja de anotacibn del de- 
sarrollo de Fourier de la funcibn real U (t ): 

(/'(') = f vlw^-^du. (29.9a) 


u(oi)= l U'(.ty M dt, (29.9b) 


donde la integral (29.9,a) es real, ya que 
v(—w) = v*(«). 

Despues de reescribir (29.9,a) en la forma 


U (t) = 


-±J 


[u(w)e- 


u*(u)e'“'ldw 


(29.10) 
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y comparar dicha anotaci6n con (29.1), hallamos la ligazbn enlre las ampli¬ 
tudes de Fourier real u(oi) y compleja u(m): 

u(w) = (29.11) 

La ultima relacibn permite escribir el desarrollo de Fourier de la sefial 
analitica con el sigulente aspecto 

U(t) = -i- j u(w)<?-'“Wo>. (29.12) 

« 

Claro estA que, como antes, 61 sblo contiene las arm6nicas de Fourier 
positivo-frecuenciales. 

El desarrollo de Fourier permite hallar la composicibn espectral de la 
energia de un campo electromagnAtico no monocromAtico. P. ej., examine- 
mos la energia total W de una onda electromagnfrtica plana que pasa por 
un Area unitaria, perpendicular a />, cn el transcurso de todo el tiempo de 
existcncia de la onda. BasAndonos en (27.15), tendremos 

^ E\t)dt. (29.13) 


Identificando la magnitud real E(t) con t/’(/), con ayuda de (29.9), obte- 
nemos 

•foe +o» 4-0# 

j E\t)dt = (2 ^ - r j dw | dw u(coMco’) j + “>'dt = 


2 * 



doi' v(u)v(u >' )6(w + ui). 


(29.14) 


Aqui hicimos uso de la representacibn de la funcibn delta (comp. IV. 21). 
MAs adelante, tomando en consideracibn (29.10) o integrando por du', 
con ayuda de la funcibn delta, hallamos 


+ o» ♦ <*> » 

| EHt)dt = ±- | lu(«)Hrfu = .i j l«/(«)Hrfo>. (29.15) 

De esta forma, empleando de nuevo (29.13), veremos que 


W = 


4^ 


I u(«) I ‘dui. 


(29.16) 
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Por esto, la magnitud 


dW„_ c 
du 4 ir 2 


1 1.(00) 1 2 


(29.17) 


puede ser considerada como la densidad espectral del flujo dc la energla 
electromagnbtica. La integracibn de (29.17) por todas las frecuencias (posi- 
tivas) proporciona la energia total W. 

Con facilidad comprobamos que la energia del campo, estudiada mbs 
arriba, tambien puede expresarse con sencillez mediante la funcibn comple- 
ja (/(/), es decir, la seflal analitica. Por medio de (29.12) nos cercioramos 
de que 


J E\l)dl m 



j U*(t)U(t )dl. 


(29.18) 


Esta representacibn conduce al desarrolo espectral anterior (29.15). 

La noci6n de scftal analitica resulta ser muy util intentando representar 
el campo no monocromitico real (/’(/) en forma de una onda sinusoidal 
de amplitud que varia lentamente. Despuis de escribir U (t) asi 

£/'(/) = A (f)cos(*(r) - w,/], (29.19) 

donde w 0 es cierta frecuencia “central” prefijada, debemos indicar el crite- 
rio segun el cual la funcibn prefijada V ’(/) sc dcscompone en dos: la 
amplitud A (/) y la parte de la fase *(/) en lenta variacibn. El empleo de la 
seflal analitica nos permite formular tal critcrio. 

Presentemos la seflal analitica U(t), cuya parte real es (29.19), en la for¬ 
ma 

U{t) = A (f)exp !«•(/) - lo>J 1 (29.20) 

con amplitud positiva A (/) > 0. De acuerdo con (29.12) y (29.20) 


<4(/)exp[i$(0] 


J u(w) exp [/(«„ — w)r1 du 
0 


I 

27 


I 

-•"o 


a{e)e~ la de. 


(29.21) 


donde e = w — w 0 , a(e) = 2u(w 0 + e). Si la banda de frecuencias Aw, que 
determina el desarrollo de Fourier t/(f), es suricientemente estrecha, Aw <S 
w 0 , las armbnicas que entran en el desarrollo (29.21) serbn, en compara- 
ci6n con w 0 , de baja frecuencia: 

lei £ Aw •* w 0 . (29.22) 

De aqui se deduce que la amplitud A (r) y el factor de fase exp [i$(f)]> en 
comparacibn con exp (turf ), variaran con lentitud y el campo (29.20) puede 
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considerarse causimonocromatico. Cuando (29.22) se cumple, el limite in¬ 
ferior de la integral en (29.21) puede sustituirse por - <», cl error serA 
pequcilo. 

Es fAcil expresar directamente la amplitud A (r) y la fase $(f) por la 
seilal analitica prefijada U(t). Escribiendo (29.20) en la forma (29.19) y 
U "(0 = /t (t) sen [*(r) — wj], 

hallamos 

A(t) = [U'\t) + U~'\t)\ ln = = If/I. 

*(f > = "(/ + arc, s = Ur/ + 3,0,8 ( v* + u ) • <29 - 23) 

Las f6rmulas aducidas conservan su validez con cualquier anchura del es- 
pectro, incluso con Aw z w 0 , pero la propia representaci6n (29.20) s61o es 
util para el espectro (29.22) dc banda estrecha, cuando A yp son funciones 
lentas del tiempo. 

Es de importancia sell alar que la duracibn de la seilal en el tiempo estA 
simplemente ligada con la anchura Aw de su espectro de frecuencias. Con el 
fin de cerciorarnos dc esto, considcremos de nuevo el desarrollo (29.21). 
Sea que con lei > Aw la amplitud dc Fourier a(e) decrece con rapidez, ya 
que, en realidad, la integral por de se toma en los limites (-Aw, + Aw). Pa¬ 
ra 1/1 £ 1/Aw cl factor e~ ul oscilarA dfcbilmente en la regibn de integra- 
ci6n y la integral (29.21) se diferenciarA dc forma notoria dc cero. Pero 
siendo 1 1 1 *■ 1/Aw el numero de variaciones de los signos del seno y cose- 
no, en los que sc desarrolla e~“', serA grande en cl intervalo caractcristico 
- Aw < e < Aw y, con tales valores de t, la integral (29.21) serA pcqueila. 
Dc lo dicho se deduce que la duraci6n A/ de la seilal U(I) y la anchura dc su 
espectro Aw satisfacen la condici6n 

At Aw z 1. (29.24) 

La apreciacidn hccha mAs arriba determina el producto escrito s61o en 
lo que atafle al orden de la magnitud. Su valor prcciso depende de la deter- 
minacibn de las magnitudes A/ y Aw, as! como de la forma concreta de a(e) 
o bicn U(l). Pero en todos los casos el producto At Aw no se distinguirA 
fuertemente de la unidad. 

Como ejemplo examineroos ur.a scftal gencrada en cierto puma por una fueoie de ra- 
diaci6n amortiguada: 

U'U) = A 0 B(l)exp{-yl/2)cOi^J), (29.25) 

donde y > 0 es la constante de amorliguamicmo. La prcsencia de la funcidn escalonada 0(r) 
(vtasc el Complememo IV. 14) significa que U' (( ) = 0 para / < 0. Dc acuerdo con las reglas 
expucstas mis arriba, confcccionamos la seftal analilica: 

1/(0 = /l 0 e<r)exp(-T»/2 - i*J). (29.26) 

para lo cual 

A<,t) = A 0 QV)cxp(—yl/2). *(r) = 0. 
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Hallcmos fa amplitud de Fourier ate): 


a(e) = f A (r * a dl = — 2—. 

i T/2 - ,C 


(29.27) 


De acuerdo con (29.IS) la distribucidn de la energia por las frccucncias scrA proportional a 


•al 2 = 


<<■> - u# > 2 + <y/2l ! 


(29.28) 


Dctcrminemos la duration de la sebal U(t ) como cl tiempo At en el transcurso del cual su 
intensidad /(/) — I (7(/) I “ disimnuye t- veces en comparacibn con su valor mAximo. Haciendo 
uso de (29.26) hallamos que At — y~ *. Si detcrminamos ahora la anchura del cspeclro de Aw 
por la condicidn de que la potencia especiral rambitn dis mlnuye d urante la deslnlonizacibn e 
veces, es decir, la(A<j)l 2 — lo(0)lVe, enlonces Aw = yVe — 1/2 y 

At Aw - Ve - 1/2. 


lo que concuerda con el resuliado general (29.24). 


§ 30. Cohercncia e interfcrcncia 

30.1. Oescripcldn del campo no coherente de radiacidn con ayudu del 
lensor correlalivo. Tiempo y longilud de la coherencia. La mayoria dc las 
fuentes reales dc ondas electromagniticas consta de una gran cantidad de 
radiadores independientes (no coherentes) que irradian ondas con valores 
aleatorios de las fases y las amplitudes iniciales, asi como con toda clase de 
polarizaciones. P. ej., asi son las fuentes dc luz termicas y luminisccntes, 
asi como las fuentes en las que las ondas electromagniticas son emitidas en 
forma de un haz de elcctrones dc alta velocidad al frenarlos en la sustancia 
o bien en el campo magnetico. Podemos alcanzar un grado de concordan- 
cia considerablemcnte mayor cuando las ondas de radio son emitidas por 
antenas o bien al irradiar la luz por un gencrador 6ptico cudntico, en el que 
el papel principal es desempeflado por la radiacibn forzada. Pero en tales 
dispositivos tambifen son posibles fluctuaciones de fase, amplitud y polari- 
zacibn debido al movimiento termico de las particulas, la radiacidn espon- 
t&nea y la dispersibn en diversas heterogeneidades de fluctuacibn. 

Adembs, cada radiador aislado irradia ondas no monocromSticas. Por 
esla razbn, el campo creado por fuentes reales tiene, en muchos casos, una 
estructura muy complicada: los valores del campo varian en el espacio y el 
tiempo de modo casual e imposible de predecir. Semejantes campos se de- 
nominan campo casual. 

Para prefijar un campo casual es preciso indicar algunas magnitudes 
mediadas que caracterizan semejante campo. El procedimiento de me- 
diacibn est4 estrechamente ligado con el de medicibn de las correspondien- 
tes magnitudes. Con la mayor frecuencia, los instrumentos realizan la me¬ 
dicibn segun el tiempo. El intervalo de mediacibn At debe elegirse de forma 
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que supere los periodos de todos los componentes armOnicos del campo ca¬ 
sual. Con semejante mediation el valor medio del campo de radiaci6n se 
anula: 

EJrTT) = 0. (30.1) 

SerO diferente de cero el tensor correlativo de 11 rango: 

JJh. t» r v ‘d = (30.2) 

donde E a es la funci6n compleja (serial analitica) que describe el campo. 
Hablando en general, para la description total del campo casual tambiOn es 
preciso prefijar el conjunto infinito de tensores correlativos de rangos mOs 
altos, pero al resolver multiples problemas podemos limitamos con el ten¬ 
sor de 11 rango. En lo que se refiere a las caracteristicas mediadas del cam¬ 
po magnetico, ellas pueden ser expresadas con los valores correspondientes 
del campo mediante las ecuaciones de Maxwell. Cuando los argumentos 
coinciden (r, = r 2 , /, = f 2 , a = 0 ) el tensor (30.2) es proportional a la 
cnergia contcnida en el ar-6simo componente del campo elfcctrico. 

Para que el tensor promediado (30.2) siga siendo funciOn dc los tiempos 
r,, r 2 , la mediation se debe realizar de la siguiente forma: 

un 

JJtvU;r 2 ,tJ = -L. j BJr % , I, + i W#* I 2 + I ')dl (30.3) 

-ai/j 

Con frecuencia, en particular al haber variaciones en la banda Optica, la 
mediation del tipo (30.3) se rcaliza durante el proceso de mediciOn a cuenta 
de la inertancia del instrumento de mediciOn. El tiempo de puesta en fun- 
cionamicnto de los dctcctores de la radiaciOn Optica constituye 10" 10 — 
10“ 12 s, en tanto que los periodos de las oscilaciones Opticas son de un or- 
den de 10-”— 10-' 6 s. 

En adelante sOlo nos van a interesar los campos cstacionarios casuales 
cuyas caracteristicas promediadas no varian con el tiempo. Esto significa 
q\ieJ a g sOlo depended de la diferencia dc tiempo r = r, — r 2 , pero no dcs- 
de cl origen de referencia: 

= ( 30 - 4 ) 

Si el campo casual tambien es homogineo en el espacio, es decir, sus 
caracteristicas medias (ipero no instantOneas!) no dependen de las coorde- 
nadas, los radios vectores r ,, r 2 entrariri en J oB sOlo en forma de la diferen¬ 
cia r = r, — r 2 . P. ej., semejantes caracteristicas posee el campo de la ra¬ 
diaciOn tOrmica en una cavidad cerrada. Pero el campo creado por una 
fuente de dimensiones finitas en el espacio fibre no es homogeneo. 

Para los campos casuales el tensor correlativo J ag {r t , r 2 , r), por regia, 
decrececon suficiente rapidezal aumentar r. P. ej., sea que el campo de ra¬ 
diaciOn estO creado por fuentes tOrmicas, es decir, por Otomos excitados 
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durante colisiones aleatorias entre si. Cada uno de los atomos emite una 
onda no monocrom&tica de duracibn finita r coh (paquete o tren de ondas) 
en momentos aleatorios de tiempo, por lo que los paquetes de ondas de 
atomos aislados son entre si independientes. En el transcurso del tiempo 
r coh , la emisibn de cada atomo aislado es coherente. 

Fijando cierto punto del espacio r, = r 2 = r examinemos la media: 


E a (r, t + tWiM, I) = J^r, r, r). (30.5) 

Es Weil comprender que este valor medio se distinguird de cero sblo para 
aquellos valores de r que son menores o iguales al orden de la duracibn de 
un paquete de ondas aislado, r s t C 0|1 . Si, al contrario, t *■ r coh en (30.5) se 
promediar&n los campos dc diversos paquetes de ondas, independientes 
entre si. Entre ellos no habrS una relacibn notoria y la media del producto 
podrb sustituirse por el producto de las medias: 

* £„(' + r)E B U) = 0 ,t ► t ^. 

El tiempo r, durante el que el tensor J a0 se diferencia notoriamente de 
cero, recibe el nombre de tiempo de correlacidn o coherencia dc los compo- 
nentes del campo E a y Eg . Este tiempo tambifen puede determinarse de ma- 
nera formal, p. ej„ del modo siguiente: 

^y ^.r To j (3a6) 

o 

Hablando en general, fete puede ser diferente para distintos pares de com- 
ponentes, pero en adclante, para simplificar, vamos a considerarlo igual 
para todos los componentes del campo. 

Tambten tiene cardcter an&logo la dependencia del tensor correlativo 
J aa de las coordenadas: al crecer las diferenciasx, - x 1 ,y l — y v z , - z 2 la 
correlacibn se debilita. Por analogia con (30.6) podemos introducir las lon¬ 
gitudes de correlacibn ( longitudes de coherencia) l x , l y , l c . Por el orden de 
su valor son iguales a las dimensiones espaciales de los paquetes de ondas, 
en el limite de los cuales las arm6nicas de Fourier aisladas del campo cstfin 
ligadas por fase. En un campo de radiacibn homogeneo e isbtropo las lon¬ 
gitudes de correlacibn son iguales por todas las direcciones, mientras que el 
tensor J aB sblo depende de la diferencia r, — r 2 . En semejante campo / coh = 
=> ct co h , ya que la dimensibn de los paquetes de onda en el cspacio son del- 
orden cr coh , en tando que la correlaci6n estarfi fuertemente debiltada si los 
campos de los puntos r, y r 2 pertenecieran a diferentes paquetes de ondas. 

En un campo de radiacibn anisbtropo, p. ej., cuando los paquetes de 
onda son irradiados por cierta fuente lejana y todos estdn en movimiento 
en una misma direccibn, la correlacibn = CT^ serd v&lida sblo para la 
longitud longitudinal de coherencia (en la direccibn de propagacibn). La 
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longitud transversal de coherencia se determina, en este caso, mediante 
otros factores y no esta ligada dircctamente con r coh . 

Para un proceso rigurosamente determinado, como lo es la onda plana 
monocrom&tica en el caso estacionario, la longitud y el tiempo de coheren¬ 
cia son infinitos. Pero para todos los procesos reales ellos tienen valores fi- 
nitos. P. ej., una fuente termica corriente de luz (v. gr., una limpara de so- 
dio) tiene un tiempo caracteristico de coherencia r coh = 10 _, ° s y la co- 
rrespondiente longitud de coherencia l, = cr coh = 3 cm. El liser de gas a 
helio y ne6n, que funciona en r&gimen continuo, tiene un tiempo de cohe¬ 
rencia r^i, = 0,02 — 0,002 s y longitud de coherencia longitudinal /, = 
= 60 — 600 km. 

I .a promediaci6n segun el tiempo (30.3) es sustituida con frecuencia por 
la promediacidn segun la asociacidn de todas las realizaciones posibles del 
campo casual. Imaginftmonos un gran numero (en el limite, infinito) dc sis- 
tcmas macroscdpicos, que no esti en interaccidn, idfenticos al inicial, es 
decir, que constan de iguales fuentes de radiacidn junto con aquella parte 
del espacio por la que la radiaci6n se propaga. Semejante agrupacidn dc 
sistemas fisicos macroscdpicos idtnticos recibe el nombre de asociacidn. 
Debido al car4cter aleatorio de la radiacidn de las ondas electromagneticas 
los valores de los campos E E a en puntos equivalentes del espacio, 
en un mismo momento de tiempo, hablando en general, scr4n en diferentes 
sistemas distintos: 

E' a (r.t) * E a (r,t) * E' a "ir,t) * ... 


Por la asociacidn la media (o bien la media cstadistica) es la media arit- 
metica (promedio) 

<£„(«•„/,)E fl (r 2 .f 2 )>= »m ^ - , 


(30.7) 

donde (V es cl numero total de sistemas en la asociacidn. Para sistemas que 
irradian no hay motivo para considerar que la promediacidn segun la aso¬ 
ciacidn (30.7) y segun el tiempo (30.3) proporcionan iguales resultados. Sin 
embargo, para una extensa clase de procesos aleatorios y, entre ellos, para 
muchos sistemas radiantes reales, la media por la asociacidn y por el 
tiempo coinciden (con tiempo de mediacidn suficientemente grande). Tales 
sistemas. se denominan ergddicos. 

La condicidn de crgodicidad* 1 para los campos casualcs estacionarios 
requiere una debilitacidn suficientemente rSpida de la correlacidn con el 


La dcmostracidn del tcorema crgddico y su enunciacidn ranis precisa pueden scr halla- 
das en los libros |80. 811. 
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crecimiento de r: 


AS 

JJ“ 75- { J^.r.r)rfr-0. 

0 

Durante el an&lisis tebrico de los campos casuales, por regia, se hace 
uso de la mediaci6n cstadistica. En adelante, nosotros tambien vamos a 
realizar la mediaei6n por la asociacibn considerando ergbdicos los campos 
de radiacibn que estudiamos. En condiciones de ergodicidad los resultados 
obtenidos de este modo coincidirbn con las medias segun el tiempo que son 
medidas por los detectores de la radiacibn. 

30.2. Influencia de la coherencia temporal y espacial sobre la interfe- 
rencia de las ondas. La posibilidad de obtener el cuadro de la ampliacibn y 
debilitamiento regulares de las ondas en el espacio y el tiempo durante la 
interferencia (superposicibn) estb ligada intimamente con sus propiedades 
coherentes. De los razonamientos cualitativos estd claro que la figura regu¬ 
lar de interferencia sblo serfi observada si la diferencia de fases entre armb- 
nicas aisladas de iguales frecucncias queda, aproximadamente, igual en el 
transcurso del tiempo de observacibn, es decir, las oscilaciones son cohe¬ 
rentes. 

La ligazbn entre la coherencia temporal y la figura de interferencia pue- 
den ser estudiadas con ayuda del interferbmetro de Michelson, cuyo 
esquema sc muestra en la fig. 30.1. De una pequerta fuente S formada por 



radiadores independientes (Stomos excitados), el rayo de luz se divide con 
el espejo semitransparente Es en dos rayos, 1 y 2. A su vez, estos dos rayos 
se reflejan de los espejos Es, y Es 2 y en la regibn 12 se mezclan, creando la 
figura de interferencia (alternacibn de franjas oscuras y Claras) en la pan- 
talla Pan. Variando la longitud de los recorridoss, y s 2 puede introducirse 
un retardo temporal (diferencia de recorrido) entre las oscilaciones en 
interferencia. 
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Aclaremos las condiciones de aparicidn de la figura de interferencia en 
la instalacidn descrita. Sea que cada Atomo irradia una onda cuasimono- 
cromAtica (paquete de ondas) de una duracidn de T coh en el intervalo de fre- 
cuencias Aoi. Como los paquetes de ondas de diversos Atomos tienen fases 
iniciales casuales, al producirse la superposicidn de tales paquetes no surge 
la figura de interferencia: los maximos y minimos del campo de paquetes 
por separado se superpondrAn de modo aleatorio. La interferencia se pro¬ 
duce cuando se superponen campos generados por un Atomo que han 
pasado diferentes recorridos s, y s 2 . Pero para que sea posible semejante 
superposicidn el tiempo de retardo r = (s, — sj/c no debe superar la dura- 
ci6n del paquete de ondas, ya que en case contrario su parte que se propaga 
por el recorrido mAs largo UegarA a la pantalla cuando la segunda parte ya 
ha sido absorbida por la pantalla o se ha reflejado de ella. 

El tiempo mAximo de retardo, con el que aun se observa la figura de in¬ 
terferencia, no debe superar la duraci6n de un paquete de ondas aislado 
que es, precisamente, el tiempo de coherencia: 

r £ T coh * (30.8) 

De acuerdo con (29.24), aqul hemos exprcsado el tiempo de coherencia por 
el intervalo espectral de ondas irradiadas por un Atomo aislado. 

Examinareinos ahora otro planteamiento del experimento de interfe¬ 
rencia (experimento de Young). Supongamos que la luz cuasimonocromA- 
tica de cierta fuente tirmica de dimensiones finitas a (fig. 30.2), despucs de 



pasar por dos rendijas D x y D 2 en una pantalla transparente, crea en la pan¬ 
talla Pan una figura de interferencia. Una interferencia estable s61o puede 
ser creada por las ondas irradiadas por un mismo Atomo, ya que la ra- 
diacidn de diferentes Atomos no es coherente. Para observar la interferen¬ 
cia dc toda la fuente extendida es preciso que las figuras de interferencia de 
Atomos aislados se formen con fases aproximadamente iguales. Hallemos 
las respectivas condiciones. 

Sea simfctrica la disposicidn de los diafragmas, la fuente y la pantalla 
como se muestra en la fig. 30.2. A continuaciOn, supongamos que la dis- 

u* 
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tancia hasta la fuente es grande: 

R s» a y R > I x . 

El desplazamiento relativo en el espacio de dos haces de luz que han pasado 
por las rendijas D, y D 2 , es determinado por la diferencia de recorridos 
I PD, - PD 2 1. Las figuras de interferencia de distintos Atomos se amplifi- 
carAn entre si cuando la indicada diferencia de recorridos no supera la lon- 
gitud de onda de radiacidn X 0 para todos los Atomos radiadores, indepen- 
dientemente de su disposition en la superficie de la fuente. -■ 

Es evidente que el valor mAximo de I PD t — PD 2 \ sera alcanzado para 
los Atomos que se hallan en el borde de la fuente. Escribiendo 
(PZ>,) 2 = R 1 + (J ± - af! 4, (PDtf = R 2 + (/ 1 + af/4 
obtenemos 

\PD t - PD 2 \ » alJ2R y al JR s X 0 , 

donde en la ultima desigualdad, vAlida rcspecto del orden de la magnitud, 
ha sido omitido el factor 1/2. Asi. pues, la figura de interferencia serA 
obscrvada para una distancia las rendijas que no supere 

que en el case dado dcsempefla cl papel de longitud transversal de coheren- 
cia. La magnitud 

A = </ lcot ) 2 = XJRVS (30.10) 

es el "area de coherencia" y cl producto 

*V=l, coH A =fWl (30.11) 

recibe el nombre de volumen de coherencia. Aqui, S = a 2 , es decir, cl Area 
de la secci6n transversal de la fuente. 

Para la descripc(6n cutanea, la luz (y. en general, lodo campo cleclromagnttico de ra- 
diacidn) es un conjunio de foiones — cuantos del campo eleclromagntiico. La energla de cada 
foidn de frecuencia <a es igual a Aia, donde A es la constantc de Planck Una importante 
caractcrlstica dc las propiedadcs coherentes del campo es el parAmctro de degeneration 6, 
igual al numero medio de foiones que se hallan en un mismo eslado dc polarization dentro de) 
volumen de coherencia, o sea, el numero medio de foiones de la polarizacrOn dada que cruzan 
cl Area dc coherencia durante el tiempo de coherencia. 

Sea / g cl numero medio de foiones irradiados en la unidad de tiempo por una Area unita- 
ria de la super ficie de la fuenle en el iniervalo unltario de frecuencias y en el Angulo sOlido unl- 
lario normal a la superficie de la fuente. Si I as dos direcciones posibles de polarization eslAn 
representadas con la roisma probabilidad, entonces 

S = 1/2/^uidtlr^, 

donde Of) = A/R 2 es el Angulo sOlido bajo el que el Area de coherencia se ve desde la fuente. 
Con ayuda de (30.8) y (30.10), lendremos 

5 » —— (30.12) 
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El parSmetro de degeneracifin escrito de esta forma no depende de la geometrla y s6!o caracte- 
tiza las propiedadcs de la fuemc de radiaciOn. 

De la definition de S se desprende que miemras mayor 61 set6. m4s cohercnte serd el 
campo de la fuemc dada. Para las fuenles (6rmicas de luz el mayor valor de 6 es de un orden de 
10~ 3 , o sea, 6 ■< 1. Para los ldseres 6 ► 1 y puede alcanzar valores de un orden de 10 14 . 

Hallemos la ligaz6n cuantitativa entre la figura de interferencia que se 
observa en la pantalla del interfer6mento de Michelson y en el experimento 
de Young y el tensor correlativo del campo de radiacibn. Para simplificar, 
vamos a considerar que la luz es de polarizacidn lineal y que 6sta no varia 
durante la propagacibn. Entonces, el campo de radiacidn puede describirse 
con la funci6n escalar compleja U(r, /). En el punto Q (vbase la fig. 30.2) 
el campo es el resultado de la superposicibn de los campos en los orificios 
D | y D 2 . Podemos escribirlo as! 

U(r, () = a,U(r„ 1-1,) + a 2 U{r v I - tj, (30.13) 

donde t , = s,/c y t 2 = s 2 /c son los tiempos de transmisi6n de las perturba- 
ciones de D, y Z> 2 a Q\ a, y a 1% los “coeficientes de transmisi6n’’ que, en ge¬ 
neral, son complejos, dependientes de las dimensiones y la forma de los 
orificios. En adelante, vamos a considerar que sus fases son iguales. 

La figura de interferencia en la pantalla serd determinada por la intensi- 
dad del campo /(#•) promediado respecto a la asociacibn por el cuadrado 
del mbdulo < U*(r, t)U(r, I) > = /(r). Debido al supuesto car6cter esta- 
cionario de la fuente la magnitud / no depende del tiempo. Con ayuda de 
(30.13), obtenemos 

/(/•)= la,l 2 /(r,)+ Ifl 2 l I /(r 2 )+ 2la,Ojl Rer(r„r 2 ,t). (30.14) 

Aqui r = /, — f 2 = (y, — sj/c, la magnitud compleja 

r (r„r 2 ,r)= U* (r,, t)U (r t + r) (30.15) 

rccibe la denominacibn de funcidn de mutua coherencia. Es la variante es¬ 
calar del tensor correlativo estidiado en el p. 30.1 (bien el componente 
aislado diagonal del indicado tensor). Las intensidades de la luz en los pun- 
tos rj,j =1,2, est6n ligadas con la funcibn mutua de coherencia medianle 
la correlacibn 


I( r j) = r(fy,/y, 0). 


(30.16) 


La intensidad del campo en el punto Q creada por un orificio (cuando el 
segundo est6 cerrado) se determina 


!j(r)= \a J \ 2 Hr J ). 


(30.17) 


Determinemos tambi6n la funcibn normada de la coherencia mutua (cruza- 
da) y(r,, r 2 , t) que asimismo recibe el nombre de grado complejo de cohe- 
rencias: 


y(r,, r 2 , t) 


r(r,,r 2 ,r) 

\l(r,)/{rj\' n 


(30.18) 
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Escribamos la intensidad del campo en el punto Q por medio de la intensi- 
dad de las ondas que pasan independientemente por cada uno de los orifi- 
cios: 

/('•) = /,M + / 2 (r) + 2[/,(/-)/ 2 (/-))' /2 Re-y(r 1 ,r 2 , r). (30.19) 

Para la luz cuasimonocromdtica, para la que Aw <* w, la dependencia 
entre U(r, t) y el tiempo serd, en lo fundamental, determinada por el factor 
exp(-iwt). La amplitud A(t) y la adicidn a la fase <{•(/) (vease (29.20)), 
siendo funciones aleatorias para la luz no coherente, a pesar de todo, 
varian con mucha mds lentitud, como exp(iAwf). Por ello, si escribimos 

y(Ti,r 2 .r) = ly(r,,r 2 ,T)l exp[io(r,,r 2 , t) - iur], (30.20) 

y y exp (/a), serdn funciones lentas de r (en comparacidn con exp (- ioilj). 
Ellas s61o variardn durante el tiempo r a T roh , mientras que exp {—iut) 
cambiard fuertemente en el periodo de las oscilaciones bpticas. 

Haciendo uso de (30.20) reescribamos (30.19) en la forma 

Hr) = /,</•) + IJ/) + 2UflV4r)]* / *\y\ cos (« - Zrf). (30.21) 

Tomando cn consideracidn lo dicho mds arriba acerca de la lentitud de 
variacidn de I7I y a, vcmos que el cos (a - tot) siendo r < T C1>|1 , fundamen- 
talmente, catnbia a cuenta de ur. Por lo tanto, al desplazarse el punto Q 
por la pantalla y al variar la diferencias, - s 2 = ct, la intensidad de ilumi- 
nacidn de la pantalla cambiard en los limites dcsde 

W') = l, + I 2 + 2(/ 1 / 2 ) ,/J lfl (30.22) 

hasta 

W'> » A + li ~ 2(/ 1 / 2 ) l ' 2 lyl. (30.23) 

Como 1^0 para cualquier relacibn entre /, e / 2 , de (30.22) y (30.23) sigue 
que el mddulo del grado complejo de coherencia puedc variar en los mdrge- 
nes 

0«S \y(r„r 2 ,r)\ < 1. . (30.24) 

Determinemos el contraste (eficacia luminosa, visibilidad) de la figura de 
interferencia en el punto dado r mediante el pardmetro 

y= Un* - (30.25) 

De (30.22), (30.23) tenemos 



En particular, siendo /, = / 2 

y= h(r,.r 2 ,r)\. (30.27) 


166 


es decir, el contraste de las bandas de interferencia, medido en el expcri- 
mento, es igual al modulo del grado complejo de coherencia. 

La fase del grado complejo de coherencia puede medirse segun la posi- 
ci6n de los miximos de intensidad de la figura de interferencia. De acuerdo 
con (30.21) la posicibn de los mbximos se determina por la condicibn 


" ( r " rj ' *' c ** ) “ X (5 ' “ = 2mir ' 


m = 0, ± 1,... (30.28) 


Las intensidades /, e I 2 son tambicn magnitudes medidas. De este modo. la 
funcibn de coherencia mutua r(r,, r 2 , r) puede dctcrminarse (por lo menos, 
en principio) mediante la figura de interferencia que se observa y las mten- 
sidades /,, I 2 medidas. 

Retornando a la expresibn (30.19) vemos que para I -y 1 = 0 no surgen 
bandas de interferencia, la pantalla est& iluminada de modo uniforme. Es- 
to significa que dos haces luminosos que llegan a la pantalla D, y D 2 son no 
coherentes por completo. Si I -y I = 1 las bandas de interferencia tiencn el 
contraste mbximo pbsible, pero la intensidad del campo de radiacibn en los 
minimos de luminosidad cae hasta cero. Los dos haces son plenarnente 
coherentes. En los casos intermedios, 0 < l-y I < 1, son parcialmente cohe¬ 
rentes. 

Si en el experimento de Young (vease la Tig. 30.2) obscrvamos la figura 
de interferencia ccrca del eje de simctria del sistema (en el punto 0, t = 0) 
siendo distintas distancias cntrc D y y D 2 , o sea, cambiando la diferencia 
r,— r 2 , al desaparcccr la figura de interferencia se puede cstablccer la longi- 
tud transversal de coherencia / c ^ h . Semejante experimento permite investi- 
gar la coherencia espacial del campo de radiacibn, o sea, la funcibn y(r ,, r 2 , 
0). Por lo contrario, en el interferbmctro de Michelson (vease la fig. 30.1) 
se investiga la coherencia temporal y midc la funcibn de correlacibn tempo¬ 
ral 7(1',, r 2 , r). Aqui las coordcnadas r, = r 2 = r se prefijan con la posicibn 
del cspcjo Es que divide la luz en dos haces para introducir cl rctardo tem¬ 
poral entre ellos. 

En conclusibn escribamos la intensidad (30.21) en la forma 
/ = (I - l-r'X/, + /j) + \y\ [/, + 1 2 + 2(/ l /j) ,/2 cos(o - 5r)). (30.29) 


Vemos que en el punto Q es posible representar cl campo como una mezcla 
de luz por completo no coherente y coherente. La primera tiene una inten¬ 
sidad (1 — I7IK/, + /j), en tanto que la segunda es una mezcla coherente 
del todo de dos haces con intensidades 171/,, l7l/ 2 y de la diferencia de fa¬ 
se a — a rr. 

30.3. Polarizacibn parcial de las ondas electromagneticas. Al examinar 
mbs arriba la figura de interferencia hicimos uso de la funcibn escalar de 
coherencia mutua. No obstante, al estudiar las propiedades de polarizacibn 
de la luz parcialmente coherente, hay que examinar el tensor correlativo 
completo J =B- 
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Sea que el campo de radiacion es un flujo de ondas cuasimonocrom&ti- 
cas no coherentes en propagacibn a lo largo del eje z. En tal caso, el tensor 
J aB s61o tiene 4 componentes, los indices a, 0 toman los valores 1, 2. La in- 
tensidad completa del campo en el punto r sera igual a la suma de los com¬ 
ponentes diagonalcs del tensor J °B tomada para r, = r 2 = r y t, — t 2 = t: 

Kr) = J aa (r,r, 0). (30.30) 


Aqui se supone que el campo es estacionario, la intensidad no depende del 
tiempo. 

Primero examinemos varios casos particulares. 

1. Luz polarizada por compleio. Todas las direcciones de las osciia- 
ciones en el piano xy son equiprobables, el tensor J a3 es invariante respecto 
de los giros alrededor del eje z. Esto quicre decir. que J aB es proporcional al 
tensor unitario V 

J aB = 1/2 lS aB . (30.31) 

La magnitud / es la intensidad total de la luz. 

2. Onda plana monocromatica. Hagamos uso dc la f6rmula (28.7) y 
(28.21). En los ejes dirigidos a lo largo de los vectores reales <T,, <P 2 , perpen- 
dicularcs cntre si, tendremos 


'«b 


= (<?! 


*\ )' 


(30.32) 


Este tensor, para <f,, arbitrarios, describe una onda con polarizaci6n 
eliptica. 

A las ondas dc polarizacibn lineal corresponden los tensores 


<'»*> = '(l S) y <'■*> ='(o ?)• < 30 - 33 > 

a las de polarizaci6n circular, los tensores con componentes diagonales 
minimos 

o) » "O' < 30 «> 


donde, en todo lugar, / es la intensidad total. La singularidad caracteristica 
de los tensores (30.32) — (30.34) que describen la onda polarizada por 
completo, consiste en que sus determinantes se reducen a cero: 

■V -Wa- IJ, 2 l 2 = 0. (30.35) 

Con la polarizaci6n parcial de las ondas l/ QJJ l *0a pesar de que, como 
antes, el tensor J aB es hermitiano: J aS ~ J ta- Representemoslo en forma de 
la suma de dos tensores 


Kb = 


(30.36) 
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(30.37) 


de los cuales, uno de ellos, 

i) 

describe la onda no polarizada totalmente y el otro, 

'*-!£ 2 ) 

la polarizada por completo. Basandonos en (30.36) — (30.38) 

/„ + B = Z/„.D= ZJ l2 ,D* = 2J„,l m + C= ZJ 22 . 
Exigiendo quc 

B >0,0 Oy BC- DD* = 0 

(condicibn de polarizaci6n total), obtenemos la ecuacibn para /„: 
(Z/„ - I n )(ZJ n - /„) - 4J ta / M = 0. 

De aqui, hallamos 

/„ — + Jn* v Vii — JrH 1 + 4iy|jl l . 

La solucibn con signo menos delame de la raiz nos proporciona 

fi = y„ - y 22 + v<y„ - y 22 )i+ 4iy, 2 i* ? o. 


(30.38) 


(30.39) 


(30.40) 


c = y 22 + y„ * v<y„ - Jrd 1 + 4iy l2 i* ^ o, 


en tanto que la solucibn con el signo mbs nos da B < 0, C < 0 y debe ser 
descchada. 

La intensidad total de la onda 

/= /„ + 1/2(S + C) = y„ + y 22 , (30.41) 


mientras que la de la onda polarizada totalmente 

i p = 1/2 (B + c) = V(y„ - Jzi) 2 + 4 iy, 2 i = 
= V(y„ + y 22 ) J — A\j a $\. 


(30.42) 


La convolucibn J aa = y,, + /, 2 y el determinante ly„ fl l son magnitudes in- 
variantes respecto dc los giros, por lo que la divisibn de la intensidad total 
en l n e J p no depende de la eleccibn de los ejes x cy en el piano perpendicu¬ 
lar a Oz . La razbn de la intensidad de la onda polarizada totalmente a la in¬ 
tensidad total recibe el nombre de grado de polarizaciOn P de la onda ini- 
cial 


P = 




4iy oa i 

(•/.. + fc? ’ 


(30.43) 
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mientrasque la magnitude = 1 - P, grado desu despolarizacidn. Es f'&cil 
ccrciorarse de que 

0<7»s£ 1, \^p-»a. (30.44) 

Tambien es posible otra representacidn del tensor de polarizaci6n. 
Hallemos sus valores propios / ll> , /< 2 > y vectores propios ej, 1 *, ej_ 2) , los que 
elegiremos normados = 1. Para ello, confeccionamos y resolvemos 

la ecuacidn 

= '**■ (30.45) 

Los valores propios /<’• 21 pueden hallarse de la igualdad a cero del determi- 
nante 

I J aB ~ = 0. 

de donde obtenemos 

l"‘ 2) = 1/2(7,, + 7^* l/2^(7„ + 72 z) 2 - 4I7„„I . (30.46) 

Debido al car&cter hermitiano de J a6 , los valores propios /">, /O) SO n 
reales y, hablando en general, difercntes: como sigue de (30.42), la igual¬ 
dad /<’) = /< 2 > es posible en un solo caso: 7,, = J 22 , J l2 = 0, correspondien- 
tc al campo no polarizado totalmente con tensor (30.31). 

Los vectores propios ej,", ej 2 ’ cuando / (l > * /< 2 > son perpendiculares 
cntre si. Para cerciorarnos de esto transformemos (30.45) a las siguientes 
formas: 

/( .. e (.) e ..» = e ;' 2 >7^», 

/°W*> = e<'>7 n V fl ’« 2 >. 

Componiendo la diferencia de las dos ultimas igualdades, hallamos 

(/"’ “ / |2| )eJ t l| e* ,2) « - eJ'^eO* = 0. 

donde hicimos uso del cartctcr hermitiano de J aB . De aqui 

e L'^a (2> = 0. (30.47) 

Desarrollemos J ali por sus vectores propios e‘ ,) . e®. Escribiendo 
J aB = 7<"ei"e;< 1) + 7' 2 >eJ, 2 >e|' 2 » 

y empleando la propiedad de ortogonalidad (30.47), con ayuda de (30.45), 
obtenemos 

J m - = /«», 7< 2 > = e 0 *' 2 '7 afl e<;» = /». 

Los vectores complejos e ll >, e' 2 ', como vimos en el § 28, describen en el 
caso general ondas polarizadas elipticamente, por lo que la representacidn 

/«* = 7«>e<'>eJ»» + /< 2 H 2 'eJ' 2 > (30.48) 
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puede considerarse como la superpo$ici6n no cohercntc de dos ondas de 
polarizaci6n eliptica. Escribidndola en la forma 

J aB = /‘MV” + W + 

+ (/"> - (30.49) 

teniendo en cuenta que 6 aIi = e< l *ej <,) + e®e| <2) y comparando con (30.36), 
hallamos 

f„ = 21 m , l p = /<» - /» (30.50) 

El sumando 

= / <2) (e<,»eJ<» + e!V 2 >) 


proporciona la representacibn de una onda totalmente polarizada en forma 
de la superposicibn no coherenie de dos ondas polarizadas de igual intensi- 
dad. 

Los grados de polarizacibh y despolarizacibn pueden expresarse por 
medio de los valores propios / <l> , / (2) del tensor de polarizacidn: 


/(i) _ /CD 

p = WiTWv p = 


21 2 

/«> + ' 


(30.51) 


El tensor de polarizacidn se expresa, en ocasiones, por la intensidad to¬ 
tal / y los pardmetros de Stokes (or = 1,2, 3): 


J a a 



> + «3 

£i + 




(30.52) 


Los componentes J oB y los pardmetros de Stokes se determinan con facili- 
dad mediante los valores medidos de las intcnsidadcs, ligados con las pro- 
yecciones del vector E en diferentes ejes en el piano xy. 


§ 31. Forma hamiltoniana de las ecuaciones 
del campo electromagnetico 

En el § 28 establecimos que las ondas planas monocromdticas son tipos 
posibles de oscilaciones del campo electromagnetico en el vacio que, por lo 
tanto, es un sistema oscilatorio con niimero infinito de grados de libertad. 
Mds abajo introduciremos las coordenadas normales (principales) de dicho 
sistema oscilatorio y escribiremos las ecuaciones del campo en forma ha¬ 
miltoniana. Semejante enfoque resulta c6modo al resolver muchos proble- 
mas sobre la interacci6n entre las particulas cargadas y el campo 
electromagnetico*' en los margenes de electrodindmica cldsica. Pero el mb- 
todo hamiltoniano es particularmcnte util al realizar la descripcibn cudnti- 
ca del campo electromagnetico. 


*’ V4ase el libro de V. L. Guinsburg (32) en el que con ampluud se emptea el mdlodo de 
Hamilton. 
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31.1. Tipos propios de oscilaciones (modos) del carapo electromagneti- 
co. Cuando no hay cargas, el campo electromagn6tico puede describirse 
mediante el potencial vectorial A (r, t) que satisfaga las ecuaciones (27.7) y 
(27.8): 

A/t - -L 1^- = 0, div/4 = 0. (31.1) 

Es c6modo examinar el campo en el interior de un cubo de cara L superpo- 
niendo al campo las condiciones de periodicidad para cada una de las coor- 
denadas cartcsianas: 

A(x,y,z,t) = A(x + L,y,z.t) = A(x,y + L,z,t) = A ( x,y,z + L,t). 

(31.2) 

Esto significa que dividimos todo el espacio en regiones cubicas de volu- 
mcn L 1 = V y considcramos que en todas esas regiones el campo se com- 
porta de modo semejante. De razonamientos fisicos sigue que es evidentc 
que para L suficientemente grandes, la conducta del campo dentro del vo- 
lumen V depended dfcbilmente de las condiciones en sus limites. Por lo 
que, ningunos resultados fisicos no contendr&n el volumen V de la regidn 
principal. Al mismo tiempo la superposicidn de las condiciones de frontera 
peribdicas (31.2), dejando infinito el numero de oscilaciones propias del 
sistema permitc convertirlas en discretas, lo que proporciona determinadas 
ventajas. 

Estudicmos soluciones particulares de las ecuaciones (31.1) en forma de 
ondas planas con valores determinados del vector de onda * y de la polari- 
zaci6n: 

/) = q ka (t)A kc (r). (31.3) 

Aqui A k(l {r) es una funcidn propia de coordenadas que satisface las condi¬ 
ciones de frontera (31.2) y la ecuacidn di v A = 0. Elij&mosla en forma de 

AkJr) = ex P (,A < 31 A) 

donde e Si) es un vector unitario que describe la polarizacibn de la onda pla¬ 
na. El satisface la condici6n 

*e to =0. (31.5) 

El Indice a determina cl tipo de polarizacidn de la onda plana y toma dos 
valores: ir = 1, 2. Si han sido elegidas ondas de polarizacidn plana, pode- 
mos hacer 

= «*2 = e >- ( 3, - 6 > 
donde e x , e } , son los versores del sistema de coordenadas cartesianas con el 
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eje z dirigido a lo largo de k. Con la polarizaci6n circular de la onda, tene- 
mos 

e tl = (l/V2Ke x +* / ). (31 7) 

e M =(l/V2Ke x -fcp, 

Es f&cil tambiSn describir de modo analogo la polarizacidn eliptica. En to- 
dos los casos, los versores de la polarization satisfacen las condiciones de 
ortogonalidad: 

**»•**.- = (31-8) 

Asimismo es cdmodo exigir el cumplimiento de la condici6n 

•-b - (31.9) 

con el fin de que la funcidn propia posea una propiedad anfiloga 

4-iJry-AgJV). (31.10) 

De la condition de periodicidad (31.2) podemos oblener los valores po- 
sibles del vector de onda: 


de donde 


exp (fkJL) = exp (ikyL ) = exp (ik/*) = 1, 





(31.11) 


Aqui rtpiij, rt, = 0. =t 1, ±2,... son nvimeros enteros tornados al azar. Por 
medio de (31.11) es f&cil calcular la integral del producto de las funcioncs 
propias: 

j( 

(K| 


Haciendo uso de las coordenadas cartesianas, tendremos 


L 

J 


exp \i{k x - k' x )x\dx 


exp [2xi(n t — «',)}— 1 _ fOsi n, *= n 
i(k x -k x ) ~ sin, = 


En resumen, obtenemos la condition de ortogonalidad y de normaci6n de 
las funciones propias: 

\(AJ c A ka )dV = Axe 2 S tk 6„-. (31.12) 

<n 

Claro est4 que la elecci6n del factor de normaciOn es arbitraria y se dicta 
por consideraciones de comodidad de anotaciOn de las formulas poste- 
riores. 
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Rctomemos a (31.3) y obtcngamos la ccuaci6n a la que satisfaccn las 
funciones q ko (t ) dependientes del tiempo que desempefian el papel de coor- 
denadas generalizadas. Sustituyendo (31.3) en la ecuacibn de onda (31.1), 
obtenemos 

+ (31.13) 

donde oi k = ck. Vemos que las magnitudes q ka satisfacen la ecuaci6n del 
oscilador armbnico y, por consiguiente, son las coordenadas principales 
del sistema oscilatorio. 

Escribamos la so!uci6n (31.13) en la forma 

= <exp(-/<v) (31.14) 

y superpongamos determinada ligazbn entre q ka y q _ to , exijamos que se 
cumpla una relacibn aniloga a (31.10): 

<7-*.(') = «?.(')• (31.15) 

A semcjante condicibn el potencial vectorial total A (r, l), escrito como la 
suma de las soluciones particulares de (30.3) con todas las * y a posibles, 
serd una magnitud real: 

-4(r,t)+ £ fl,.(/H*„(r). (31.16) 

La realidad dc A sc asegura porque cada tdrmino q kg A cn la suma (31.16) 
es acompaflado de un cirtnino complejo-conjugado 

q- ka A-k,= (<7»»^*„)*- 

Desde el punto de vista matemdtico el desarrollo (31.16) cs una serie de 
Fourier. Tambifcn puede ser escrito en tal forma que cada sumando, siendo 
k, a prefijadas, sea real: 

A(r,t)= £ [<7a„('H*,('•) + QtA ‘M ;„(/■)]. (31.17) 

En comparacibn con (31.16) en (31.17) el numero de sumandos es doble, 
cada tbrmino se tiene en cuenta dos veces. 

31.2. NGmero de oscllaclones propias. Calculemos el numero de oscila- 
ciones propias del campo en el intervalo dado de frecuencias o de vectores 
dc onda. A cada valor de una terna de numeros propios n ,, n 2 , n } en (31.11) 
corresponde cierto valor del vector de onda. Por ello, a los intervalos prefi- 
jados An,, An 2 , An 3 de los numeros propios, corresponded un numero de 
valorcs del vector de onda 

AN = An l An 2 An i . 

Si L es grande y los valores n 2 , n } son tambien suficientemente gran- 
des, los incrementos An - pueden considerarse infinitesimales: 

dN = dn t dnj]n } . 


174 



Haciendo uso de (31.11), hallamos el numero de oscilaciones propias 
del campo (con una polarizaciOn para cada valor de k ) que corresponde al 
intervalo prefijado de valores de la proyeccidn del vector de onda: 

dN = -£-^dkJk/lk k . (31.18) 

Escribiendo d 3 k en coordenadas esffcricas, obtenemos el numero de oscila¬ 
ciones propias dN en otras variables: 

dN = khtkda k , (31.19) 

donde dU k es el Angulo sdlido dentro del cual estA dirigido k. Para finalizar, 
haciendo en (31.19) k = u/c, hallamos dN en la funci6n de frecuencia: 

dN = u 2 dudSl k . (31.20) 

El numero total de oscilaciones propias, teniendo en cuenta dos tipos po- 
siblcs de polarizaciOn para cada *, scrA igual a 2 dN. 

Si el espectro de valores de k es proximo al continuo (gran volumen P), 
la suma en (31.16), (31.17) puede sustituirse por la integration. Con cllo, 
las series de Fourier se convierten en las integrales de Fourier, p. ej., 
(31.16) tomarA la forma 

£ j9,.('V4*.(rX 3 *. (31.21) 

••u 


31.3. Hamiltoniano y forma hamiltoniana de las ecuaciones del campo. 
Calculemos la encrgia del campo en cl volumen V. Mediante de (31.16) y 
las formulas (27.6), hallamos 


E = 


_1_ 

c 


I ***»- ~ 


E ****•' 


H = i 


1 


Qkc l* x Y, Q ‘° lk * A! ° l 

*.» 


(31.22) 


Aqui, las segundas sumas estAn escritas partiendo de la indication, hecha 
mAs arriba, acerca de la realidad de A (r, /). 

La energia del campo 

W = JL | (£ 2 + H*)dV. 

(*0 
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Calculando por separado las integrales de ZT 2 y H z , hallamos 

l J Blav ~ W E X 

<K > *!>•»• 

donde hemos hecho uso dc la condition (31.12). La suma doble H 2 con- 
tiene el producto 

I*' x AS-,.\-lk x A ka \ = (k--kKAl.'.-A k J- (k-At a )(k A k '). 

La integracidn de este producto por dV conduce a la condicidn k ' = * y el 
scgundo tirmino proporciona cero debido a que las ondas son transversa- 
les. Como resultado tenemos 

h* 

Por medio de (31.14) hallamos q ko = -iu k q ka y obtenemos la energia 
del campo en la forma 

(31.23) 

La energia total del campo se ha exprcsado en forma dc la energia de 
oscilaciones propias aisladas: 

E W »'< w k. = (31-24) 

Un c&lculo an&logo permite hallar el impulso del campo: 

P --L~ (3,.25) 

in 

La magnitudA:lf' /[c /u) t es el impulso de un modo propio. La ligaz6n entre la 
energia y el impulso de cada modo es la misma que para una particula 
ultrarrelativista, W ka = cP ko . 

En lugar de las coordenadas complejas principals q ka {i ) introduzca- 
mos las variables reales candnicas Q ka , P ta : 

= + < 3, - 26 > 

De (31.13) y (31.26) se desprende que ellas tambien satisfacen la ecuacidn 
del oscilador, en particular 

£*, + <4Qko = 0. (31.27) 

La energia del sistema expresada por las coordenadas generalizadas y 
los impulses es de por si la funcidn de Hamilton. Sustituyendo (31.26) en 
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